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Die vorliegende zweite Auflage des ersten Bandes der analy- 
tischen Geometrie des Raumes nach G. Salmon darf als eine 
vielfach verbesserte und vermehrte bezeichnet werden, ohwohl 
ihr Umfang den der ersten Auflage nicht übersteigt. Der Kaum 
für das Neue ist durch die Beseitigung alles Entbehrlichen be- 
schalTt worden. 

Es ist hinzugekommen die Entwickelung der homogenen Coor- 
dinaten des Punktes und der Ebene aus dem Doppelverhältniss 
mit den bequemen und allgemeinen Constructionen der bezüg- 
lichen Elemente; die Eehre von den sechs Goordinaten der gera- 
den Linie in vollkommener geometrischer Durchsichtigkeit, nebst 
ihrer Verwendung zur Darstellung der als Complex , Congruenz 
und Regulus benannten Ge.sanimtheiten von Geraden, welche dann 
im Laufe der Entwickelung vielfach begegnen; die directe Ablei- 
tung des analytischen Ausdrucks der projectivischen Beziehungen; 
die geometrische Deutung der Coeffleienten einer allgemeinen 
linearen Sidistitution; die kurze Untersuchung der Collineation und 
Reciprocität der Räume im allgemeinen, sowie in den besonderen 
Fällen der Involution, also nach der bekannten Terminologie der 
Geometrie der Lage in den Fällen des ccntrischen und des 
geschaart involutorischen Systems und in denen des Polar- und 
des Nullsystems. Rer Theorie der Invarianten und Govarianten 
der Systeme zweiten Grades ist ein eigenes ausgedehntes Kapitel 
gewidmet und dieselbe in systematischer Weise vervollständigt 
worden; das Flächenbündei zweiten Grades und der allgemeine 
Strahlencomplex zweiten Grades haben dabei eine nähere Behand- 
lung gefunden. Veränilerungen der Anordnung und kleine Erwei- 
terungen finden sich, wie in den meisten Theilen des Buches, so 
besonders auch in dem der Theorie der Focalpunkte und der 
confocalen Flächen gewidmeten Kapitel. 

Ich hoffe, man wird Anden, dass alle diese Veränderungen 
dem einen Zwecke dienen, der ganzen Entwickelung in er- 
höhtem Maasse jenen Gharakter geometrisciier An- 
schaulichkeit und constructiver Deutlichkeit zu geben, 
der G. Salmon's analytisch-geometrische Schriften auszeichnet und 
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sie so vorzüglicii geeignet inarlil. zur Aiicignniig der modernen 
allgemeinen Mclliodcn anzuloiten, die aus der nnreh- 
d r i n g u n g d e r a I g c b r a i s c li c n U n t e r s II c li u n g mit d e n A ii - 
scliauungen der Geometrie der Lage entsprungen sind. 
Rs sei erlaubt, als ein Ileispiel dafür die Entwickelung der Theo- 
rie der Rocaipnnkle und Foralkegelscbnitte hervor zu heben, in 
welcher nach Mac Cuilagli’s (1836), Chasles' (1837) und Salraon's 
(1842) eigenen Rnldeckungeii die Identität der beiden allgemeinen 
AulTassungcn der Rocalpunklc — als Scheitel von involutorischen 
Ründeln harmonischer Polaren mit unendlich vielen (in ein Strah- 
lenbüschel und einen Einzelstrabi verlhcilten) orthogonalen Tri- 
peln, und der Focalkegelsrhnilte als der sich seihst entsprechen- 
den Gurren der hezüglichen orthogonalen Polarsysteme in den 
Hanplehencn und als der Doppelcurven und Selhsldurchdringungen 
der developpabeln Fläche, die der Fläche zweiten Grades und 
dem imaginären Kugelkreis im Unendlichen gemeinsam umschrie- 
ben ist, auf das Einleuchtendste heraus gearbeitet wird — unter 
dem Nachweis zugleich aller wichtigsten Eigenschaften des Systems 
der Confocalen; denn gerade dieses Ileispiel ist ungeachlel der 
Fülle des Gegebenen noch reichlicher Ausführungen fähig. Das 
Buch will aber überhaupt nirgends erschöpfen, jedoch überall in 
den Kern der Sache einführen. Harum widme ich ihm gern auch 
weiter meine Arbeit. Eben deshalb hofl'e ich auch, dass es sich die 
Theilnahine des mathematischen Publicums in noch wachsendem 
Maasse erwerben und auf lange hin erhalten werde. 

Ich muss schliesslich erwähnen, dass ich der Freundschaft 
des Verfassers die Kenntniss der kleinen Veränderungen verdanke, 
durch welche die hevorstehende dritte Ausgabe der Originals sich 
von der zweiten unterscheiden wird; und ich will auch au diesem 
Orte Herrn Prof. Gundelfinger für die gütige Miltlieilung seiner 
Untersuchung über das Fläclicid)ündel zweiten Grades meinen 
Dank sagen, welche in Art. 236., 237. benutzt ist. 

Die anajylische Geometrie der Curven im Baume und der 
algebraischen Flächen hoffe ich in ihrer erneuerten Gestalt in 
nächster Zeit darbieten zu können. 

Hirslanden bei Zürich, Februar 1874. 

Dr. Willi. Fiedler. 
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97, 148, wo die Focalpunktc als doppelt berührende Kugeln vom Radiu.s 
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37) Art. 232, Seite 278. Vergl. Klein „lieber die sogenannte Nicht- 
Kuklidische Geometrie“ im 4. Bd. der „Mathem. Annalen“ p. 673. Die 
Beziehungen dieser Fragen zur C»yley’schen Maasshestimmung kannte 
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und 37 des „Philos. Magaz.“ p. 326, 208. 
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4 Zeile 7 v. u. lies Q statt 0. 

® M »t »t )» i »» y 

30 ,, 21 rechts ebene statt liuie. 

31 lies Fi^. 5 statt Fig. 4. 

30 Zeile 11 v. o. lies -f" "V// -4" 


0 . 


„ 43 13 V. u. „ =» u^.. 

,, 44 ,, 6 V» o. lies tj' = 

„ 46 ,, 1 V. II. — (y — 

»» »♦ * n ti »1 ' (**^ 

,, 58 „ 13 V. n. lies .4| 2 statt A| 2. 

,, 60 ,, 17 V, o. „ Einh. Ebene, 

,, 62 15 V. u. fehlt ,,fiir H uls Unke Seite der identischen 

lation 3) im Art. 51.** 

,, 63 Ueberschrift, lies Ueraden statt (jradeu. 

,, 93 Zeile 5 v. o. lies a^* a^. 

,, 113 üeberschrift, lies Ebenen. 

,, 124 Zeile 6 v. o. lies hyperbolische. 

,, 162 „ 6 V. n. lies ”) statt *'). 

,, 167 ,, 9 V. o. „ welcher. 

„ 169 „ 12 V. o. fehlt die Ziffer 

,, I6'J „ ‘20 lies 

,, 170 ,, 12 V. u, fehlt bei Chasles die Vcrweisungsiuiimner 

,, 187 in der Üeberschrift lies Allgemeine. 

*237 Zeile 19 v. u. lies auf ein sich selbst conjugiertes. 

,, *244 „ ö V. o. liess — 3 (ß* y*) V* 

,, 253 ft 19 V. II. lies welches. 

,, 256 und 257 in der Üeberschrift lies Art. 210. 

,, 268 Zeile 9 v. ii. lies Flüchen. 


Nachtiug zum Druckfehlerverzeichniss der „Kegel- 
schnitte“ 3. Aull. 
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I. Kapitel. 

Der Punkt; Theorie dei' Projectionen und Trans- 
formation der Coordinaten. 

1. Wie die Lage eines Punktes C in einer Kbene bestimmt 
wird, indem man ilin auf zwei in dieser Ebene gelegene Coor- 
dinatenaxeu OX, OY bezieht, ist bekannt. Um die Lage eines 
Punktes P im Kaunie zu bestimmen, haben wir nun eine drille 
Axe OZ zu den beiden schon 
vorhandenen hinznzurügen, wei- 
che nicht in ihrer Ebene liegt. 

Wenn wir dann die der Linie OZ 
parallel gcme.ssene Entreriinng z 
des Punktes P von der Ebene .TO I’ 
und die Coordinaten x und tj des 
Punktes C kennen, in welchem X 
die durch P gehende Parallele 
zu OZ die Ebene schneidet, so ist die Lage des Punktes P olTenbar 
vollständig bestimmt. 

Von den drei Gleichungen x = a, y — b, z — c bestim- 
men die beiden ersten den Punkt C und man erhält den Punkt 
P, indem man durch ihn eine Parallele zu OZ zieht und auf ihr 
die Länge CP = c ahlrägl. Es ist auch bekannt, wie die Lage 
des Punktes C in der Ebene XOY von den Vorzeichen der Grftssen 
a und 6 bedingt wird; in derselben Weise hestimmt das Zeichen 
von c die Seile der Ebene XOY. nach welcher die Linie CP zu 
messen ist, indem man annimmt, dass alle auf der einen Seile 
der Ebene gemessenen Linien dieser Art als positiv gellen, wäh- 
rend die auf der andern Seite derselben gemessenen negativ sind. 
Man betrachtet z. B. die z aller über der Ebene XOY gelegenen 
Punkte als positiv und die z aller unter derselben gelegenen 
Punkte als negativ unter der Voraussetzung, dass diese Ebene 
selbst eine Horizonlalebene ist. Es erhellt zugleich, dass für jeden 
in der Ebene XOY gelegenen Punkt z = 0 ist. 

Die von den Axen miteinander gebildeten Winkel sind will- 

Salmonf anal. Ueoni. d. Hänfne«. I. 2, Aufl. 1 


Kip. 1. 
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kürlicli iiiiierlialli der durrh die vorigen Uestimimiiigen gezogenen 
firenzen; die Axen werden alter spcriell als rectangulär bczeicli- 
nel, wenn die Linien OA’ und 01' reelitwinldig zu einander sind 
lind die Linie OZ normal zur Lliene XOY ist. 

2. Wir Italien die Metliode der Uestiininung eines i’nnktes im 
Kaume in der Weise auseinandergeselzl, welche die einfaclisle 
se.lieinl für diejenigen, welche mit der analystischen Geometrie in 
der Ebene vertrant sind, und gehen nun dazu weiter, sie in einer 
mehr symmetrischen Art darznstellen. 

Wir bedienen uns zu dieser lie.stimniung der Verhiniinng von 

drei (ioordinatenaxen OX, 
OV, OZ, welche sich in einem 
l’unktc 0 schneiden, den wir wie 
in der Planimetrie als den Anfangs- 
punkt bezeichnen. Die drei Axen 
heissen die Axen iler a:, y, z 
respertive. Sie hestimmen auch 
die drei Cour dinaten ebenen, 
nämlich die Ebenen XOY, YCZ, 
ZOX, welche wir als die Ebenen xy, yz, zx respertive lienenneii 
werden. * 

Da nun olTenhar PX = CE = a. PB = CD = b. PC = r 
ist, so ist die Lage eines Punktes P bekannt, wenn Seine drei 
Coordinalen gegeben sind, d. Ii. wenn die drei Geraden PA, PB, PC 
bekannt sind, welche durch ihn den Axen der x, der y, der z 
respective parallel bis znm Diirchsclinitt mit der Ehttfie der jedes- 
maligen beiden andern Axen gezogen werden. 

Da ferner OB — a, OE — b, OE = c ist, so kann der 
durch die Gleichungen a; = o, y=b, z = c bestimmte Punkt durch 
folgende symmetrische Gonslriiction gefunden werden: Man messe 
in der Axe der x die Länge OB — a und lege ilurfh B die 
Ebene PBBC parallel der Ebene yz, messe in der Axe der y die, 
Länge OE — b und lege durch E die Ebene PCEA parallel zu 
zx, und endlich in der Axe der z die Länge OF = c und lege 
durch F die Ebene PAFB parallel zu xy, der üurchschnittspiinkt 
der drei so he.stimmten Ebenen ist P, der zu bestimmende 
Punkt. 

3. Die Punkte A, B, C werden als die Projectioiien des 
Punktes Pauf die drei Coordinatenehenen bezeichnet; 


Ki(r. 2. 
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Der Punkt und die Theorie der Projcctioneii. Art. 4. 3 

wenn die Axen reclangnlär sind, heissen .sie insbesnndere ortho- 
gonale Frojeclionen. Da wir uns im Folgenden zu allermeist 
mit orthogonalen Projectionen heschärtigeii werden, so sollen, 
wenn wir ohne nähere Bezeichnung von Projectionen sprechen, 
immer orthogonale Projectionen verstanden sein, während das Ge- 
geutheil ausdrücklich bezeichnet werden wird. Und da wir von 
einigen Kigenschaften der orthogonalen Projectionen oft Gebrauch 
machen werden, so wollen wir dieselben, obgleich mehrere von 
ihnen schon in der „Analytischen (ieometrie der Kegelschnitte“ 
(Art. 424) bewiesen wurden, hier zusammenstellen. 

Die Länge der Ort h og o na Ipr oj e cl ion einer begrenz- 
ten g e r a d e n L i n i e a u f i r g e n d e i n e F h e n e i s t g 1 e i c h d e m 
Producte der Linie in den cosinus des Winkels, wel- 
chen sie mit dieser Ebene bildet.*) 

Sind PC und P‘ C die von P und P' auf die Ebene A'Ol' 
gelallten Normalen, so ist CC die Or- 
Ihogonalprojeetion der Linie PP'auf diese 
Ebene, und die V'ervollstäudigung des 
Rechtecks PCC Q durch die Parallele PQ 
zu CC liefert 

PQ = cC = PP' . cos J>'PQ. 

4. Die Projection der in einer 
beliebigen Ebene enthaltenen 
Fläche auf eine Ebene ist gleich 
dem Producte der Originalfläche 
in den cosinus des von beiden Ebenen gebildeten 


*) Der von einerLinie mit einerEbenegebildeto Winkel 
ist derselbe, wetrhen die Linie mit ihrer Orthogonniprojection auf diese 
Ebene einschliesst. Der Winkel zwischen zwei Ebenen wird durch 
den Winkel der Normalen gemessen, welche man in ihnen auf ihrer 
L>urcbschnitt.slinie in einem beliebigen Punkte derselben errichten kaun; 
oder auch durch den Winkel der Normalen, die man von irgend einem 
Punkte auf beide Ebenen fällt. Der Winkel zwischen zwei Linien, 
welche sich nicht schneiden, ist durch den Winkel gemessen, ileii zwei 
Parallelen zu denselben von einem Punkte aus einschlicssen. 

Wenn wir von dem Winkel zweier Linien sprechen, so ist cs wiiu- 
sebenswerth, ohne Zweideutigkeit auszudrücken, ob wir den spitzen oder 
stumpfen Winkel derselben verstehen. Dazu setzen wir voraus, dass 
s. B. für den Winkel der Linien PP', CC in Figur 2 diese Linien in dem 
Sinne von /'nach P' nnd von C nach C' durchlaufen werden und dass für 

I* 
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Erstes Kapitel. Art. 6 


Winkels. (,,Kegelsclin.‘' Art. 424.) Ilenn wenn die Ordinalen 
beider Figuren zur LlurcbuiUslinie ihrer Fbenen normal, geiioni- 
inen sind, so ist jede Ordinate der Frojerlion das Product aus 
der enlsprecbeuden Ordinale des Originals in den cosinus des von 
beiden Fbenen gebildeten Winkels. Und wenn zwei Figuren von 
derjenigen liescbafTenheil sind, dass die denselben Abscisseu eiit- 
sprerbendcn Ordinalen in unveränderlielieni Verbällniss sieben, so 
sind die Flächen dier Figuren selbst in dem nämlichen Verbällniss. 
(„Kegelscbn.“ Art. 261.) 

5. Die Frojectiou eines Punktes auf eine gerade 
Fig. 4. Linie ist der Durrbschnittspunkt der- 

^1 selben mit einer durch den Punkt geheii- 


ff 


/ 


-D\ 
/ 


/ 


-f-. 


den und zu ihr normalen Fbcne; cs sind 
also beispielsweise in Figur 1 für reclan- 
giiläre Axcn />, K. F die drei Projec- 
tionen des Punktes P auf die Axen. 

Die P r o j e c l i o n einer begrenz- 
ten geraden Linie auf eine andere 
/■ ' 6 e r a d e i s l g I e i c b d c m P r o d u c l d e r 

^ ersteren l.inie in den Cosinus des 

von beiden gebildeten Winkels. (Fig. 3.) 

Sei PP' die gegebene Linie und DP’ ihre Projeclion auf OX, 
so ziehen wir durch P eine zu OX parallele Gerade bis zum Durch- 
schnitt mit der Ebene I^CP' in Q\ da beide auf einander normal 
sind, so ist PQP" ein recbler Winkel und PQ — PP' . cos P'PQ, 
endlich ahtr PQ = DD' , weil diese Geraden die in zwei parallelen 
geraden Linien von zwei parallelen Ebenen gebildeten Abscbnilte 
sind. 


6. Für drei beliebige Punkte P, P', P" ist die Pro- 
jection von PP" auf eine belieb ige Gerade der Summe 


die Pnriillclc /’ö derselbe Sin« fe.stgeliulten werde. Alsdann ist der Win- 
kel zwisclien diesen Linien ein spitzer. Wenn wir aber von dem Winkel 
der Linien PP' undC’C spreclieu, so ist die Parallele Ey nach entgegen- 
gesetztem .Sinne zu ziehen und wir erhalten den stumpfen Winkel, wel- 
chen die Linien mit einander bilden. Wenn wir von den Winkeln 
sprechen, svelchc eine gerade Linie OP mit den Azen bildet, so ver- 
stehen wir darunter immer die Winkel, welche OP mit den positiven 
Seiten der Azen OX, OF, O'i einschliesst. 
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der l’rojectioiien von PP' und P' P" anC dieselbe Ge- 
rade gleich. 

Wenn D, D', D" die Projcctionen der drei Punkte sind, so 
ist DD'' die Summe von DD' und D'D", so lange D' zwischen D 
und D" liegt. Liegt aber D" zwischen D und D', so ist DD" die 
Differenz von DD' und D'D", und da der Sinn des llchergangs 
von D" nach D" der entgegengesetzte von dein von D nach D' ist, 
so ist DD" die algebraische Summe von DD' und D' D" . Dass 
die Projection von P' P" im letzteren Palle mit dem negativen 
Zeichen zu nehmen ist, geht auch daraus hervor, dass in diesem 
Falle die Länge der Projection das Product von P P" in den 
Cosinus eines stumpfen Winkels ist. (Note pag. 3.) 

Für eine beliebige Anzahl von Punkten /', P' , P" , P'", etc. 
ist allgemein die Projection von PP'" auf eine heliehige Gerade 
gleich der Summe der Projectionen von PP', P P', p" p" auf 
dieselbe Gerade. 

7. Wir werden oft Gelegenheil haben von dem foigeuden 
speciellen Falle des Vorhergehenden Gebrauch zu machen. 

Die Summe der Projectionen der Goordiuateu des 
I* II II kt es P auf eine beliebige Gerade ist der Projection 
seines Radius Vectors auf dieselbe Gerade gleich. 

Denn die Betrachtung der Punkte 0, D, C, P in Figur 1 oder 3 
zeigt, dass die Projection von 0 P der Siiinme der Projectionen 
von OD (= x), DC (= y) und CP (= :) gleich sein innss. 

8. Nachdem wir diese auf die Projectionen bezüglichen Grund- 
sätze begründet haben, die wir häulig anwenden werden, kehren 
wir zu dem eigentlichen Gegenstand dieser Untersuchung zurück. 

Die Coord i naten desjenigen Punktes, welcher ilie 
Entfernung zwischen zwei l’unklen x', y, z'\ x", y", z" 
in dem Verhältniss m : n theilt, sind 

mx" -f- rix' my ' -j- ny mz' -j- nz 

^ m -p n ’ ^ ;n -f- M ’ * hi -f- w 

Der Beweis für den entsprechenden Satz der analytischen 
Planimetrie beweist auch den gegenwärtigen Satz. (Vcrgl. ,,Kegel- 
schn.“ Art. 7.) Die Linien PM, QN in der dortigen Figur können 
für die Ordinaten der beiden Punkte in Bezug auf eine der Go- 
ordinatenebenen genommen werden. 

Wenn wir das Verhältniss m : n als unbestiimnl belraclileii. 
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Krstes Kapitel. Art. 9. 


so (Irfirken dicselheii (jleicliiiiigeii die Conrdinaten eines beliehigeri 
Punktes in der Verl)induiigslinie jener lieiden Punkte aus. 

9. Kille der Seiten eines Dreiecks ist ini Verhalt- 
n i SS m : n u II d d ie Ve r li i ii d ii n gs lin i e d es The i I pii nk t es ini t 
der gegenülierliegenden Erke im Verhält n iss (m -f- «) :/ 
getlieilt, welches sind die Cnnrdiiiaten des letzteren 
T heil Punktes? 

Sie sind 

Ix' mx" nx"' ly -^my" ny"' Iz -\- mz" nz" 

^ »1 -j- M ' ^ m -|- » ’ ^ ^ m -j- n ’ 

wie man genau in derselhen Art heweist, in welcher das ent- 
sprechende Theorem der Planinielrie hewiesen wurde. („Kegel- 
schn.“ Art. 7. Aiil'g. 6.) Wenn l, m, n nnhesliininte Grössen sind, 
so drücken dieselhen Gleichungen die Goordinalen eines heliehigen 
Punktes in der Ebene des hetracliteten Dreiecks aus. 

Beispiel, hie ge r ade ii L in i en , welche di e Mi 1 1 elpu n k t e 
der gegenüher liegenden Kanten einc.s Tetraeder.s vcrliin- 
d en. schneiden sich in einem Punkte. 

Denn die x von zwei solchen Mittelpunkten siiiil ^ {x' x"), 

),(x'" -\-x""}, ilas X des Mittelpunktes ihrer Verbindungslinie ist rolglich 
j- (ar' -f- x" -}- x'" -f- x'"']; analoge Au.sdröcke gehen die Goordinaten 
y und r dieses Punktes und ihre Symmetrie zeigt, dass sic auch den Ver- 
hindiingslinien ilcr andern Mitteipnnktspaarc angchüren. 

Die geraden Linien, wclclie die Ecken des Tetraeders mit den Schwer- 
punkten der fiegenlläclicn verbinden, gehen durcli densellien Punkt. Denn 
das X eines solclien Scliwcrpuiikts ja:’ -j- x" + .r"), und wir erlialten 
densellien Wertli wie vorher, wenn wir die Verldndungslinie dessellien 
mit der gegenölierliegcndcn Ecke nacli dem VerhSllniss 3 : 1 tlieilen. 

10. Man soll die Enireniung zwischen zwei Punk- 
ten P, P‘ bestimmen, welche den rectangiilä ren Goor- 
di na teil x', y, z \ x", y", z" entsprechen. 

Die E'igiir 4 zeigt, dass /’/>'* =c P' Q'^ -[- 1‘Q'^ ist; da nun 
p’() = z' _ PQi = CC- = {x — x')^ -f (y — y'f 

(..Kegelschn." Art. 5.) 

so ist 

/>/>'* = (a:' — x"f 4- {y — iff + (z' — z")’. 

Zusatz. Die EnU'erniiiig eines heliehigen I’unktes 
x', y, z' vom Aiiraiigspiinkt der Coordinaten ist durch 
die Gleichung OP- ■= x"^ + 'J^ + gegeben. 

11. Die Lage eines Punktes kann auch durch die 
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Der Punkt unil die Theorie der Projectionen. Art. 12. 

Länge seines Radius vectnr und die U'inkel bestimmt 
werden, welche derselbe mit drei reclangniären Axen 
bildet. 

Wenn wir diese Winkel dniTli a, ß, y be/.eirltnen, so gellen, 
weil die Cnordinalen x, tj, z die Projectionen des Radius verlor 
auf die drei Axen sind, die Uleirbiingen 

X = p cos ot, »/ = p cos ß, z = p cos y. 

Und aus x’ -f- Jt’ “t" ** = P* crgiebl sii b l'ür diese drei 
Cosinus, die wir oft kurz als die Rirliliingsensinus des Radius 
veclor bezeichnen werden, die verbindende Relation 
cos^ « 4- cos* ß -)- cos* y = 1.*) 

Zuweilen wird auch die Lage eines Punktes im Raume da- 
durch bestiinml, dass man das folgende .System von Polarcoordi- 
nalen anvvendel: Der Radius veclor, der Winkel y, wel- 
chen er mit einer festen Axe >42 bildet, und der Win- 
kel COD — tp, welchen die Projeclion des Radius veclor 
auf eine zu OZ normale Ebene mit einer festen Gera- 
den in dieser Ebene eiiischliessl. 

Da nun OC — g sin y ist. so verinilleln die Formeln 
a; = p sin y cos «p, i/ == p sin y sin qp, z = g cos y 
den Uebergang zwischen reclangulären und derartigen Polarcoor- 
dinaten. 

12. Das Quadrat der Fläche einer beliebigen ebe- 


•) Ich bin «tcin gowöholichen Gebrauche in der Wahl dieser Winkel 
zur Ilestimmung der Richtung einer Geraden gefolgt; in gewisser Hinsicht 
bietet jedoch die Anwendung ihrer Complementwinkel, d. h. der Winkel 
der Linie mit den Coordinatcncbencn, Vorzüge dar. Diese bezeugen die 
entsprechenden Kurmein für schiefwinklige Axen, die im Texte nicht 
gegeben sind, weil sie später nicht gebraucht werden. 

^ind a, ß, y die Winkel, welche eine gerade Linie mit den Ebenen 
yz, zx, xt/ macht, während >4, ß, C die Winkel der Axen der x, der y 
und der z gegen die Ebenen yz, zx, .ry respective bezeichnen, so ent- 
sprechen den Formeln des Textes die nach dem Princip des Art. 7 leicht 
zn beweisenden folgenden 

X sin A = Q sin or, y sin B ^ g sin ß^ z sin C — g sin y. 

Wir projicieren auf eine Zur Ebene yz normale Linie, so verschwin- 
den die Projectionen von y und z auf dieselbe, und die Projcction von x 
ist derjenigen des Radius vector gleich; die Winkel, welche x und g mit 
dieser Normalen bilden, sind aber die Complementc von A uud er. 
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neu Figur ist gleich der Summe der Quadrate der i’ro- 
jecliunen dieser Flache auf drei r ec la ii g iilä re F hen eii. 

Wir nehmen an. die fragliche Fläche sei durcti A ausgedrückl. 
und K, ß, y hezeichneten die Winkel, tvelche die Normale seiner 
Ebene mit den drei Axen bildet; dann sind nach Art. 4 die 
l'rojeclioiien der Fläche auf die Ebenen j/z, tx, xy respective 
gleich A ros «, A cos ß, A cos y, und die Summe ihrer Quadrate 
gleich A^ in Folge der Relation cos’ « -|- cos’ ß -)- cos’ y = 1. 

13. Man soll den Cosinus des von zwei geraden l.i- 
nien 0/', OP' gebildeten Winkels 5 mittelst der Hich- 
tu n g^cos i II US dieser Linien ausdrück en. 

Wir he«ie.seii im Art. 10, dass 

/¥>'’ = [X - x'Y + (y - y')’ + (r - z')’ 
ist und verhiiidc'i damit die hekaniite Relation 

/*/*'’ = p’ + p’’ — 2 pp' cos 6; 

da nun p’ = a:’ -j- ;/’ -f- z’, p'’ = ;r'’ + y’ z'’ ist, 

so ist iiiicli pp' cos 0 = xx' yy -(- rz' oder 

cos 6 = cos a cos a cos ß cos ß' -|- cos y cos y 

Zusalz. Die Uediiiguiig, unter welcher zwei gerade 
Linien rechtwinklig zu einander sind, ist 

cos n cos a -j- cos ß cos ß -j- cos y cos y' = 0. 

14. Zuweilen ist die Formel 

sin’ 5 = (cos ß cos y — cos y cos /J')’ 

-)- (cos y cos «' — cos « cos /)’ -j- (cos « cos ß' — ros ß cos af 

von Nutzen. Sie kann sehr einfach mittelst eines elemeiitureii 
Theorems von der Summe der Quadrate dreier Determinanten be- 
wiesen werden, welches in den „Vorlesungen“ Art. 14 bewiesen, 
aber auch durch directe Entwicklung leiclit bewährt wird. Nach 
demselben ist 

(6c' — c6')’ -)- {ca — uc')’ -|- (ab' — 6o')’ 

= (n’ 6’ -f- c’J («'’-}- 6’’ -|-c'’) — («a'-|-66'-(-cc')’. 

Wenn aber a, 6, c; n', 6', c die Riclitiingscosinus zweier 
Geraden bezeichnen, so geht unser Aiisdrnck für sin’ S aus dieser 
Relation hervor, weil die rechte Seile derselben dann mit (1 — cos’ 5) 
identisch wird. 
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Der Punkt und die Theorie der Projectioucn. Art. 15. 9 

Beispiel. Man soll den seiikrcclilcn Alistanil elne.s Punk- 
tes x', y, I von einer diircli den Au fa iigsp iin k t unter den 
R i c li t u II g s tv i n k c I II «, ß, y gehenden Geraden h c s l i m ni e n. 

Ist P der gegebene Punkt, 0() die gegebene (ierade, PQ die Senk- 
rechte, so ist offenbar PÖ = 0/*. sin POQ und die Anwendung des so eben 
für sin POO gefundenen Wertbes und die Rciiierkiing, dass x’=0/*cos«', 
etc, giebt PQ'^ = (y' cos y — i cos ß)"^ -|- (z' cos « — x cos j')’ 
-)- (x' cos ß — y cos 

15, Man soll diu Kicliliingscosiiius einer (Icradcii 
finden, die zu zwei gegebenen geraden Linien und so- 
mit zu ihrer Ebene n o r in a I ist. 

Sind a', ß\ /; a', ß", y" die Richtungswinkel der gegebenen 
Linien und <r, ß, y die der gesuchten Geraden, so erhalten wir 
a, ß, y aus den Gleichungen 

cos a cos a cos ß cos ß! -)- cos y cos y = 0, 

cos a cos ä' -f" cos ß cos ß" -f“ Cfs 7 cos y " = 0. 

COS^ <» -f" COS^ ß -f" cos^ y = 1. 

Die beiden ersten liefern durch successire Elimination von 
COS a, COS ß, cos y für 1 als eine unbestimmte Grösse die Re- 
lationen 

1 cos et = cos ^ cos y" — COS ß" cos y, 

1 cos ß = COS y cos a' — ros y" cos et', 

i cos y — COS et cos ß" — cos et" cos ß^, 

und die Substitution derselben in die dritte Gleichung giebt nach 
Art. 14. für 9 als den Winkel zwischen den gegebenen Geraden 
A* = sin* 6. 

Dasselbe Ergebniss konnte auch wie folgt erhalten werden: 
Sind P timl 0 oder x', y, z' und x", y", z" Punkte, von denen 
je einer in den gegebenen Geraden liegt, so ist das Dopjielle der 
Eläche der Projection des Dreiecks POQ auf die Ebene xy 
== x' y" — x'^ y = Q f)" (cos et' cos ß' — cos et" cos ß^) ; 
da aber das Doppelte der Fläche des Dreiecks gleich q' q" sin 9 
und somit die Projection der Fläche auf die Ebene der xy gleich 
ff sin 9 cos y ist, so folgt wie vorher 

sin 9 cos y — cos et' cos ß" — cos et" cos ß' ; 
und in analoger l'^eise 

sin 9 cos a = cos ß' cos /' — cos ß" cos /, 
sin 9 cos ß = cos / cos et" — cos y" cos et'. 
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Erstes Kapitel. Art. 16. 


Von der Transformation der Coordinaten. 

16. Man Süll zu neuen Axeii transruriiiieren, tvelelie 
(len alten parallel sind und deren Anfangspunkt in 
Bezug auf d ie allen Axen durch die Coordina teil a:', y', z' 
he stimmt ist 

Man erhält wie in der Planimetrie tlie Transrnriiiatiousgleich- 
uiigen 

X — .V -j- X, y = J' + ;/. z = Z z'. 

Denn eine diireli den l*unkl P |)arallel zu einer der Axen, 
z. B. zu <ler z, gezogene (lerade schneidet die Ebene xy des 
allen Systems in einem Punkte C, die Ebene XY des neuen 
Systems aber in einem Punkte C und es ist 

PC _= PC + CC. 

Aber PC ist das alte, PC das neue z und da parallele 
Ebenen in parallelen geraden Linien gleiche Abschnitte bestimmen, 
so ist CC gleich der Geraden, die man durch den neuen Anfangs- 
punkt der Axe der z parallel bis zur alten Ebene xy zieht. 

17. Von einem System rectangiilärer Axen zu einem 
andern Axensyslem überzugeben, welches denselben 
Anfangspunkt hat. 

Wir nehmen an, dass die Winkel der neuen Axen der 
X, y, z mit den alten Axen durch n, ß, y; ß', /; ß^\ y" 

respective bezeichnet sind; dann ist die Summe der Projeclioneu 
der neuen Coordinaten auf eine der allen Axen nach Art. 7. gleich 
der Projection des Radius vcctor, welche die entsprechemle alle 
Coordiiiate ist. Wir erhallen somit die drei Gleichungen 

X = X cos a -f- •'OS a' -f- Z cos a ", \ 

<J — X cos ß -j- >' cos ß' -f- Z cos ß", [ . . . {A). 

z = X cos Y y cos y' -)- Z cos j 

Nach Art. 11. ist üherdie.ss 

cos’ « -[■ ß + ?’ = 1 . ] 

cos* n’ cos* ß' cos* y' = 1 , i • • • (^)- 

cos* a" cos* ß ’ cos* y" = 1 . J 

Und für 1, y, v als die Winkel zwischen den neuen Axen 
der y und z, der z und x, der x und y respective ist nach Art LS. 
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COS A = CO.S a cris o" -j- cos cos ß" -)- cos / cos y". 1 
cos^ = cos a" cos o -f- cos ß ' cos ß -|- cos y" cos y, [. . . . (C). 

cos V = cos a cos a -|- cos ß cos ß -f- cos y cos y. 1 

18. Wenn ilie neuen Axen gleichfalls rectangniär sind, so ist 
cos a cos a -|- cos ß cos jS' cos y cos / = 0, | 

cos a cos «" -|- cos ß' cos ß” -|- cos y cos y" = 0, • ... (/)). 

COS a" cos a cos ß” cos ß -}■ cos /' cos y = 0. I 

Wenn die neuen Axen recLangulär sind, so gellen, weil 
a, a', u' die Winkel bezeichnen, welche die alte Axe der x mit 
den neuen Axen bildet, etc. die Relationen 

cos^ a -j- cos^ a -|- cos* «'=1,1 

cos’ ß + ros’ ß! -(- cos’ ß" = 1. I ... (E}, 

cos’ y -f- cos’ y -j- cos’ y" = 1,1 

cos of COS ß cos a cos /J" -f- ros «" cos ß" = 0, 1 

cos ß cos y -|- cos ß~ cos y' -f- cos ß" cos y" = 0, l . . . (F), 

cos y cos o -f- cos y cos a -j- cos y'' cos a" == 0, I 

und die neuen Coordiiialen ergeben sich in Function der allen 
wie folgt: 

— X cos a -j- 1 / ros |3 -j- ^ cos y , | 

Y — X cos a y cos (S‘ -f" ’ cos y' , l ... (G). 

Z — X cos tt" -f- y ros /?" -j- z cos y", I 

Die beiden ents|irerhetiden Systeme von Gleichungen {Z) und 

(G) kßnnen aus der folgenden Tafel ahgelesen werden 



A F 

1 Zj 

a: 

o ' «' 

“"i 

y 

T? 


Z 


y"i 


Es ist nicht schwer, die Gleichungen (E), (F), (C) analytisch 
aus den Gleichungen {A), {B), {D) :dizuleitrii; wir verzichten da- 
auf, weil sie geometrisch evident sind. 

19. Wenn wir die Quadrate der Gleichungen (A) (Art. 17.) 
addieren, so ergiebt sich mit Beachliiiig der Gleichungen (C) 
x’ + y ’ + + F’ + Z’ + 2 17 c OS A + 2 ZA' cos f* + 2 A' F cos e. 

Wir erhalten so den vom Anfangspunkt nach einem beliebigen 
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Erstes Kapitel. Art. 20. 


Punkte gehenilen Radius rcclor mittels der sdiiefwinkligen Coor- 
dinaten desselben ausgedrückt. 

Man beweist iciebt, dass das Quadrat der Eiitferuuiig zweier 
Punkte in scbierwinkligen Coordinaten durcli 
(a:' — x'y + (y — y"y + {z — z"y -j-2{y’ — y") {z — z") cos k 
-f- 2(z' — z") {x' — x") cosf» 2{x' — x"j ;y'— y’ ) cos v 
ansgedrückt wird.*) 

20. Der Grad einer Gleiclinng zwischen den Goor- 
dinaten wird dureb Transrurinatiun derselben nicht 
geändert. 

Diess wird wie in der analytischen Planimetrie aus der Be- 
merkung bewiesen, dass die l'iir x, z, y so eben gegebenen Aus- 
drücke die nenen Goordinaten nur iiii ersten Grade entludtcn. 

•) Da wir von der Transforxnution von einem System schiefwinkliger 
Axen zu einem andern System schiefwinkliger Axen keinen Gebrauch 
machen werden, so mögen die betreffenden Formeln nur hier angegeben 
werden. 

Wenn C dieselbe Bedeutung haben wie in der Note des Art. 

11 und a, ß, y; a\ ß\ y\ a\ y* die von den neuen Axen mit den 
alten Coordinatenebenen gebildeten Winkel bezeichnen, so finden wir 
durch Projcction auf gerade Linien, welche zu den alten Goordinaten* 
ebenen normal sind, wie in jener Anmerkung 

X sin A ^ X sin a i' sin -f- Z sin o*', 
y sin B -Bs X sin ß sin ß' Z sin ß'\ 

z sin C SS» X sin y F sin y Z sin y\ 


Digilized by Google 



IL KapiteL 

Interpretation der Gleichungen. 


21. Es erhellt ans der Construclion des Art. 1., dass zwei 
gleichzeitige Gleichungen x = a, y = b, welche das z unbe- 
stimmt lassen, den Punkt C allein heslinimen und daher den 
Punkt P irgendwo in der Linie CP angeben. Diese beiden 
Gleichungen sind daher als Repräsentation der so bezeichneten 
geraden Linie zu betrachten, als welche der Ort aller Punkte ist, 
deren x — a und deren y = 6 ist. 

Zwei Gleichungen dieser Form repräsentieren sonach eine 
zur Axe der z parallele Gerade; insbesondere repräsentieren die 
Gleichungen x = 0, y = 0 die Axe der z selbst. Ebenso für 
die anderen Axen. 

Wenn die einzige Gleichung x — a gegeben wäre, so würden 
wir nur den Punkt D erfahren und daraus zu schliessen haben, 
dass der Punkt P irgendwo in der Ebene PBDC liege; seine Lage 
innerhalb dieser Ebene bleibt aber unbestimmt. Diese Ebene als 
der Ort aller der Punkte, welche x = a haben, ist durch die 
Gleichung analytisch dargestellt; und jede Gleichung von dieser 
Form repräsentiert eine der yz Ebene parallele Ebene, and ins- 
besondere bezeichnet die Gleichung a: = 0 die yz Ebene selbst. 
Ebenso für die anderen Coordinalenebenen. 

22. Im Allgemeinen repräsentiert eine einzige 
G I e i c b u II g z w i s c h e n d e n Co o r d i n a t e n e i n e F I ä c h e , zwei 
gleichzeitige Gleichungen zwischen den Coordinaten 
repräsentieren eine Linie, die entweder gerade oder 
krumm ist, und drei Gleichungen bezeichnen einen 
Punkt oder mehrere Punkte. 

I. Wenn eine einzige Gleichung gegeben ist, so können wir 
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Zweites Kapitel. Art. 33. 


für a: iitiil 1 / willkürliclie VVerlhe annehmen und die Auflösung der 
durch Suhslitulion derselhen erhaltenen Bestiinmungsgleichung für 
z giebl dann die entsprechenden Werlhe von z; d. h. für jeden 
beliebig angenotnnienen Punkt C in der Ebene der xi/ erhalten 
»ir in der Linie PC eine bestiinnile Anzahl von Punkten, deren 
Courdinaleii der gegebenen Gleichung genügen. Hie Vereinigung 
der so gefundenen Punkte bildet eine Fläche, welche die geome- 
trische Darstellung der gegebenen Gleichung ist. 

il. Wenn zwei Gleichungen gegeben sinil, so köntien wir die- 
selben durch sitreessive Elimination von ff und z zwischen ihnen 
in die Form y = 9 ) (x). z = tp (x) hritigen und wenn wir 
nun für x einen willknilichen Werth annehmen, so hestimmen 
diese Gleichungen die cnt.sprechenden Werthe von y und z; in 
anderen Worten, wir können nun nicht mehr deti Punkt C in tier 
Ebene xy willküiiich wählen, sondern er ist auf einen gewissen 
durch die Gleichung ff — <p {x) bestimmten Ort hescliränkt. 
Jedem Punkte C, welcher diesem Orte angehört, entspreeben in 
der Linie IH! eine Anzabl von Punkten P und die Vereinigung 
derselben ist durch jene beiden Gleichungen repräsentiert. 

Lnd da die Punkte C, welche die Projectionen der Letzteren 
sind, in einer gewissen geraden oder krummen Linie liegen, so 
ist klar, dass die Punkte P auch in einer bestimmten Curve ent- 
halten sind, wobei sie jedoch durchaus nicht nothwendig in einer 
Ebene liegen. 

Anderseits hat die Betrachtung unter I. gelehrt, dass der Ort 
der Punkte, deren Coordinaten jeder der beiden Gleichungen ein- 
zeln genügen, eine Fläche ist; in Folge dessen ist der Ort der- 
jenigen Punkte, deren Coordinaten beide Gleichungen befriedigen, 
die Vereinigung aller dieser Punkte, welche den beiden durch die 
getrennt betrachteten Gleichungen repräsentierten Flächen gemein 
sind, d. h. derselbe ist die Durchnittslinie dieser Flächen. 

in. Wenn drei Gleichungen gegeben sind, so genügen die- 
selben oflenbar zur Bestimmung der drei unbekannten Grössen x. 
ff, z und durch sie werden daher einzelne Punkte dargestellt. 
Da jede einzelne der drei Gleichungen eine Fläche repräsentiert, 
so sind es diejenigen reellen oder imaginären Punkte, welche den 
drei Flächen gemein sind. 

23. Die F'lächen werden gleich den ebenen Curven 
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nach dein Grade der G leirliiingen classificierl, durch 
welche sie dargeslelll sind. 

Da für jeden l’unkl in der Bhene .it/ 

z = 0 

ist, so liefert die Snhslilntion z = 0 in eine heliehige Gleichung 
die Relation, welche zwischen den Coordinalen ar und y derjenigen 
Punkte besteht, in denen die Khene a-y die durch die Gleirhung 
dargeslellte Fläche schneidet, d. h. die Gleichung der ebenen Dnrch- 
schnittscurve. Es ist ofTenbar, dass die Gleichung dieser Gnrve 
im Allgemeinen von demselhen Grade ist, wie die der Fläche; 
denn zuerst der Grad der Gleichung des Scdmittes kann nicht 
grösser sein als der (irad der Gleirhung der Fläche, und sodann, 
es ist nur scheinbar, dass er kleiner sein könnte. So ist z. B. 
die Gleichung 

zx' -f- oy’ -f- 6‘x = c* 

vom dritten Grade, und wir erhallen doch für 2 = 0 eine Gleich- 
ung zweiten Grades als die der Schnitlrnrve mit der xy Ebene; 
da aber die Originalgleichung homogen sein muss, um eine geo- 
metrische Bedeutung zu hahen, so ist noihwendig jedes ihrer Glie- 
der von der drillen Dimension in einer Linear-Einheit, und die 
nach der Substilulion 2 = 0 übrig hleihenden Glieiler sind daher 
auch als vom <lrillen Grade zu belrarliteii und hilden eine mit 
einer Constanlen niultiplicierle Gleichung zweiten Grades; d. h. 
das Resultat der Suhstitution bezeichnet einen Kegelschnitt und 
eine unendlich enlfernle Linie. (Vergl. „KegeLschn.“ Art. 68). 

Wenn wir also die unendlicli enlfernten Geraden in die Be- 
trachtung aufnehmen, .so können wir sagen, da.ss die Diirchnills- 
linie einer Fläche n'" Ordnung inil der Ebene xy immer von der 
«'•••" Ordnung ist; und da nach den Ergebnissen unserer Untersuchung 
über die Transformation jede beliebige Ebene zur Ebene xy ge- 
macht werden kann, und durch eine Transformation der Coordi- 
iiaten der Grad einer Gleichung zwischen denselben nicht geän- 
dert wird, so erkennen wir, ila.ss jeder ebene Sebnitt einer Fläche 
Ordnung selbst von der n*'" Ordnung ist. 

In gleicher Art wird bewiesen, dass jede gerade Linie eine 
Fläche Ordnung in n Punkten durchschneidel. Denn sie 
kann zur Aze der z im Coordinatensystem gemacht werden und 
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die Punkte, in welchen diese die Fliehe durchschneidet, werden 
durch die gleichzeitige Substitution 

X = 0, y = 0 

in die Gleichung der Fläche gefunden; wir erhalten durch die- 
selbe im Allgeuieinen eine. Gleichung vom n''" Grade zur Bestim- 
mung von Wenn der Grad der entstehenden Gleichung kleiner 
als n wäre, so zeigt diess an, dass einige der n Punkte, in wel- 
chen die Axe der z die Fläche schneidet, mit ihrem unendlich 
entfernten Punkte zusammenfallen. („Kegelschn." Art. 94). 

24. Curven im Raum werden nach der Zahl von 
Punkten classificiert, welche sie mit einer Ebene ge- 
mein li a h e n. 

Zwei Gleichungen von den Graden m und « respective re- 
präsentieren eine Curve von der Ordnung mn. 

Denn die durch jene Gleichungen dargestellten Flächen wer- 
den von einer beliebigen Ebene in Curven geschnitten, welche von 
der m''" und Ordnung respective sind, und diese Curven be- 
stimmen mit einander mn DurchschniMspunkte. Wenn umgekehrt 
die Ordnung einer Curve in die Facloren m und n zerlegbar ist, 
so kann diese Curve der Durchschnitt und zwar der vollständige 
Durchschnitt zweier Flächen von den Ordnungen m und n sein ; 
aber nicht jede Curve ist eine solche vollständige Durchdringung, 
so z. B. keine nicht ebene Curve, deren Ordnung eine Primzahl ist. 

DreiGleichun gen, welcherespectivevonden Graden 
m, n und p sind, bezeichnen mnp Punkte. 

Diess ergieht sich aus der Theorie der Elimination ; denn 
wenn wir zwischen den bezeichneten Gleichungen die Grössen 
y und z eliminieren, so erhalten wir zur Bestimmung von x eine 
Gleichung vom Grade mup und also mnp Werlhe von x. (Vgl. 
„Vorlesungen" Art. ,36.) Damit ist zugleich bewiesen, dass drei 
Flächen von der m'°", n''” und p*'" Ordnung sich in mnp 
Punkten durchschneiden. 

25. Wenn eine Gleichung nur zwei der Veränderlichen 
enthält, wie z. B. <p (a:, y) = 0, so kann sie zunächst als Gleichung 
einer Curve in der Ebene xy belrachtet werden, ohne dass man 
sie jedoch als eine Ausnahme von der Regel ansehen dürRe, nach 
welcher zwei Gleichungen zur Darstellung einer Curve erforderlich 
sind ; denn dabei ist die Voraussetzung z = () stillschweigend 
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gemacht «orden, und es erscheint also eine Cnrve in der xy 
Khene durcli die heiden (ileidinngen tp [x, y) = 0, : = 0 
dargestellt. Denken wir uns die letztere Gleidiung nntcrdrnckt, 
so genügen die Cuordinateii jedes l’nnkles der nhrig lileihenden 
Gleichung qo (x, y) = 0, de.ssen x und y ihr genügen, welches 
auch das z desselben sei, d. h. diese Gleirhnng repräsentiert alle 
1‘iinkte einer Fläche, welche durch Hewegung einer zn der .Ave 
der z parallelen geraden Linie längs jener Gnrve in der Khene 
Xy erzeugt wird. Sie heisst eine cylind rische Fläche, wie 
jede Fläche, welche durch ilewegnng einer geraden Linie parallel 
mit sich seihst hervorgebracht wird. 

Wenn eine Gleichung nur eine der Veränderlichen z. D. x 
enthält, so wissen wir aus der Theorie der Gleichungen, dass sie 
in n Factoren von der Forin x — « == 0 zerfällt, und sie re- 
präsentiert daher nach Artikel 21. n Fihenen, welche sämmtlich 
zu einer der Coordinatenebenen parallel sind. 


S»lmon, Anal. Gfom. U. Kaume*. I 2. AnH. 
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26. Wir beginnen die Discussimi der Gleichungen mit der- 
jenigen der Gleichung vom ersten Grade und beweisen zu- 
erst, dass jede Gleichung vom ersten Grade eine Ebene 
repräsentiert und dass umgekelirl jede Ebene durcli 
eine Gleichung vom ersten Grade dargcstellt wird. Wir 
begründen zunächst den letzteren Satz auf midireren Wegen. 

Zuerst ward im Artikel 21. erkannt, dass die Ebene xy durch 
eine Gleichung vom ersten Grade i = 0 dargcstellt wird und 
die Transformation zu beliebigen andern Axen kann den Grad 
dieser Gleichung nach Artikel 20. nicht ändern. 

Wir kommen zu dem nämlichen Resultat, indem wir die 
Gleichung der durch drei gegebene Punkte bestimm- 
ten Ebene entwickeln; sie entsteht z. R. durch Elimination der 
Grössen /, m, n zwischen den Gleichungen des Art. 9.: 


l (x — a:”) -f- m (x — x") -j- n (x — x'") = 0, 

/ (y — ’/) + m{y — y") n [y — y’"] = 0, 

/ (z — z’) -j- >0 (2 — z") 4" n (z — i ") — - 0; 

und diese liefert eine Gleichung vom ersten Grade. Man kann 
sie in Eorm der Determinante 


Ix — x', X — x”, X 

I y — y'. y — y". y 

j Z z', z — z", z 


x'" 1 



darstellen und durch Zerlegung (vgl. „Vorlesungen" Artikel 9 f.) 
sic auf die Form 
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v> y - y 


. 1 
1 

X , x' 

i 

X ^ 

1 t 

z, z , z 

+ y 

1 X, X , X + 1 1 

/ •• ot 

y .y >'J 


1 , 1.1 

1 

1 

ji.i.i^i ; 

1 . 1.1 ! 


reducieren, dir wir weiterhin wieder hegeguen werden. 

27. Man soll di« Gleichung einer Ebene finden, 
für welche die Länge der Normale von) Anfangspunkl 
der Coordinaten — p und die Winkel derselben mit 
den Axen a, ß, y gegeben sind. 

Die Länge der Projeclion des Radius verlor eines beliebigen 
Punktes der Fläche auf jene Normale ist nach der Voraussetzung 
einerseits = p und nach Art. 7. gleich der Summe der Pro- 
jectionen der Coordinaten jenes Punktes auf dieselbe Linie; man 
erhält ai.so als analytischen Ausdruck der Ebene die Gleichung 
X cos a y cos |3 + z cos y = p.*) 

Umgekehrt kann jede Gleichung vom ersten Grade 


Ax By + Cz Ü = 0 

auf die eben erhaltene Form reduciert werden, indem man sie 
durch einen Fador B dividiert. Wir erhallen dann 


A = B cos a, B = B cos ß, C <■■= B cos y 
unil daraus nach Art. 11. zur Bestimmung von B 
B = }/Ja^ + B‘ C‘). 

Jede Gleichung Ax By Cz I) — 0 kann daher mit 
der Gleichung einer Ebene identificiert werden, deroi normaler 
Abstand vom Anfangspunkt 

— B 

~ }T{A^ + B-^ +>) 

ist und für welche die Richtungscosinus dieser Normalen durch 
A, B, C dividiert durch dieselbe Quadratwurzel ausgedrückl 
werden. 

W'ir geben dabei der Quadratwurzel dasjenige Vorzeichen, 
welches die Normale positiv macht, und die Zeichen der cosinus 
bestimmen dann, ob die Winkel, welche die Normale mit den 
positiven .Axeti bildet, spitz oder stumpf sind. 


•) Otjwolit wir im Fotgeiulen nur reetnuguliire Axen voraussetxen, 
so ist docl) diese Ulcieliuiig offenbar ebenso für schiefwinktige Coor- 
dinateiisyslenie gültig. 

2 * 
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Drittes Kapitel. Art. 28, 


28. Man soll den von den Khenen 
Ax + % + Cz + I) = 0. A'x + L-';/ + Cz -|- // = 0 
gehildeten Winkel lieslininien. 

Dieser Winkel ist ebenso gross als derjenige, w ebben die 
vom Anrangs|iniikt auf beide Ebenen gerällleii ISormalen mit ein- 
ander ein.sddiessen. Da nun narb dem letzten Art. die Winket 
bekannt sind, welrlie diese Normalen mit den .\xen einschliesscn, 
so erhalten v'ir nach Art. 1,3. und 14. die Formeln 

„ AA' 4- /m' + CCf 

cos 5 = : . 

j/{ (A‘ + -f C‘) [Ä-^ + + C-‘) ; 

• 1 (gf-’' — B'Cj^ + (CA' — (-■'4)5 -j- 

sin = - - 

Ans ihnen folgt, dass die Ebenen rechtwinklig zu 
einander sind, wenn 

44' -f ßß' -f- CC = 0 

ist, und dass sie einander parallel sind, wenn die Re- 
din g n n g e 11 

AB' = Ab, Be = B’C, CA = C'4 


erfüllt sind, d. b. wenn die Cocfficicnten 4, B, C zu denen 
4', B', e proportional sind: es ist aus dem letzten Artikel schon 
nlTenbar, dass die Ricbliing iler Normalen beider Ebenen in 
diesem Palle dieselbe wäre. 

20. .Man soll die r.lciclinng einer Ebene iniltelsl 
der Abschnitte n, h, c ansdrücken, welche sie in den 
Axen bestimmt. 

W ir finden den von der Ebene 

Ax + By + Cz + J) = 0 


in der Axe der a' gebildeten Abschnitt o durch die gleichzeitige 
Substitution y = 0, z = 0 in die rileicliung. d. b. wir haben 
Aa 1) — 0; und ebenso gelten die Gleirbiingen Bb D — 0, 

Cc -f- 7z = 0. Die Substitution der daraus gcwoiitienen Werlbe 
in die allgemeine Oleicbiing liefert für dieselbe die der Aufgabe 
entsprecliende F'orin 


- +- + 



c 


Wenn in iler allgeineinen Gleirlning ein Glied fehlt, z. II. 
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Die Ebene durch drei Punkto. Art. 30. 


wenn — 0 isl, so liegt der l’iiiikl, in weltlicin die Ebene die 
Axe der x scliiieidct, nnendlicli eiiUcriit oder die Ebene isl der 
Axe der x parallel. Wenn gleichzeitig = 0, B = 0 sind, so 
schneiden die beiden Axen der x und y die Ebene in unend- 
licher Entfernung und dieselbe isl somit ihrer l’rojetlionscbcnc 
liarallel. (Vgl. Art. 21.) Kür. -1 = 0, B = 0, C=0 werden 
alle drei Axen in unendlicher Entfernung gesrlinitten, d. Ii. 


eine Gleichung von der Form 0.a--f-0.y + = 0 

repräsentiert eine unendlich cnlferntc Ebene. 

30. Man soll die Gleichung der durch drei i’unkte 
.r i'; x",y"',z" bestimmten Ebene finden. 

Isl Ax By Cz D = ihre Gleichung, so müssen 
A, B, C, D den Bedingungsgleichungen 

Ax -f By -I- Cz + I) = 0. 

Ax" -f By" -j- t-" -f /> == G, 

Ax" -f By" -4- Vz" -Jf- B = 0 


genügen, weil jene durch die Coordiualen jedes der drei l’uiiktc 
hefriedigt sein muss. 

Die Eliininalion von A, B, C, D zwischen diesen Gleichungen 
liefert die Bedingung in der Form 


I 


X , 
X . 
x'* , 


y . 
tf . 

tt 

y • 

fff 

y • 


1 

1 

1 

1 


= 0 


oder durch Fäitwieklung nach den einfachen Gesetzen der Deler- 


miiianten 

X \y' {z" — + y" (i'" — z') + y " (~' — ) f 

-j- y {i' {x" — x") + (x" — a.-) + 2 ’ [x — ^ 

-f j {x {>/ — y'") + x" ly"’ — y) + x" [tj — y")) 

^x [y" z"—y"z") -f x" [y"z—yz’")-]-x"l^'z"~y"zy, 

(vergl. Art. 2ö.) aus ihr erhellen zugleich die Werlhc von A, B, 
C. D. 

Wenn wir x, y. z als die Coordiualen irgend eines vierten 
l'unktes betrachten, so geben dieselben Gleichungen die Be- 
dingung, unter welcher vier Punkte in einer Ebene 
liegen. . 

31. Die Goefficienlen von x, y, z in der vorher- 
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Drittes Kapitel, Art. 3t. 


gcliciitlen rileicliiiiig sind orfenbar die do|i|icllen l' lar 
chenzalilcn der I'rojcel innen des von den drei l’nnklen 
gcbildclcn Dreiecks anf die Coordinatenebenen. 

Die Mnitiplicalinn der Gleiclinng (Art. 27.) 

.r cos a + y cos |3 -f- j cos y «= /) 
mit 2 F, wenn F den Fnliall des Dreiecks der drei Pnnkle be- 
zeiebnet, inacbl dieselbe daher mit derjenigen des Icizlen .Artikels 
idenliscli, weil F ros «, F cos ß, F cos y die Projectionen dieses 
Dreiecks auf die Coordinatenebenen sind (Art. 4.). Somit inu.ss 
aneb das alisolute Glied in beiden Fällen denselben Werth 
haben, d. b. die Grösse 

X [y z — yz)-]rx{yz— yz)-\-x [y z — y z ] 

repräsentiert das Product der doppelten Fläcbenzabl 
des Dreiecks der drei Punkte in die Normale der Fbene 
vom Anfangspnnkt, d. h. das secbsraclie Volumen der drei- 
seitigen Pyramide, welche das Dreieck zur Üasis und den Anfangs- 
punkt znm Scheitel bat.*) 


•) AVenn wir in dem vorhergehenden Werthe für sr\ y% z\ etc. 
Q COS tz\ Q* COS ß't Q* COS etc. substituieren, so finden wir, dass das 
sechsfache des Volumens der Pyramide das Product von ff'" io 

die Deterrainauto 

cos a , cos ß' , cos y* 
cos a" , cos ß" , cos y” 
cos ce'\ cos cos y"' 

ist. Denken wir nun die drei Radien vectoren durch eine aus dem An- 
fangspunkt beschriebene Kugol vom Radius Eins geschnitten, so dass 
sie auf ihr das sphärische Droicck H' iC R”' bestimmen, so ist das sechs- 
fache V'olumcn der Pyramide für a = /f* R" und p als die von R'" auf 
lolztcro Seite gerälltc Normalo =* q p" p'" sin a sin p, weil q tf' sin n 
der doppelte Inhalt einer SeitennUcho der Pyraraido und q*' sin p die 
Normalo von der Gegenecke auf dieselbe ist. Die obige Determinante 
ist daher das Doppelte der Function 

Y -{(sin s sin (ä — a) sin (« — b) sin (s — c) | 

der Seiten jenes sphärischen Dreiecks. 

Man erkennt dns Nämliche, wenn man das Quadrat der obigen 
Determinante nach der gewöhuliclicn Regel bildet; die abkürzende 25ub 
stitution 

cos a* cos a** cos ß*' cos cos y** cos y* * cos fl, etc. 

giebt als solches 
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Wenn wir F .«elbsl iniUelsl ilcr Coordinalcn der drei l'nnkte 
iiacli Art. 12. ausdrürken, so wird gcriindcn, dass 4 der 
Siiiiimc der Quadrate der Cocriieienlen von x. ij, z in der Glcicli- 
ung des leUlcn Artikels gicicli ist. 

32. Man soll die l.äiige der von einem gegebenen 
Punkte x',.y', z' auf eine Kbene gefailten Normale be- 
stimmen. 

Wenn wir dnrcli x, tj. z eine der gegebenen paraileien 
Ebene legen und die getneinscbafiliclic Normale vom Anfangs|mnkt 
auf beide Ebenen fäilen, so ist der zwiseben beiden Ebenen ent- 
haltene Abschnitt dieser Linie die fragliche Normale, weil pa- 
rallele Ebenen in parallelen Linien gleiche Abschnitte bestimmen. 
Nacli der Definition des Art. 5. ist aber die Länge der Normalen 
auf die durch a:', y', z gehende Ebene die Projcction des Hadius 
vector von x, y. z auf diese Normaie, und daher nach Art. 27. 

= x' cos tt y cos ^ I cos y\ 
die fragliche Länge ist somit 

x' cos a -4- y' cos j3 -f z cos y — p. 

Dies setzt voraus, dass die Normale auf die durch Xy y, z 
gehende Ebene grösser ist als p, oder dass x' , y. z und der 
Aiifang.spnnkt auf entgegengesetzten Seiten der Ebene liegen; sind 
sie auf derselben Seite der Ebene gelegen, so ist die Länge der 

Normalen „ , > , 

= p — [x cos a -{- y cos ß -f- z cos y). 

1 , cos c, cos 4 I 
cos c, 1 , cos a I 
cos 4, cos a, 1 ! 

1 _|_ 2 cos a cos 4 cos c — cos*« — cos*4 cos*c, 

welches mit tlom fraglichen Worthe Uborcinstimmt. 

Die Bemerkung erscheint nützlich, (lass für drei zu einander recht- 
winklig6 gerade Linien die Determinante 

coB a , cos ß' , cos y 
cos a' , cos ß" , cos y 
COS a » cos ß , cos y 

die Einheit zum WerÜio hat; denn ihr Quadrat ist nach dem Obigen 

1 1, 0, 0 I 
= 0 , 1 , 0 . 

0 , 0 , 1 ! 
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Dritte» Kapitol. Art. 33. 


Für die in der Foriii 

Ax -f- Hy -f- ~ 0 

gegeliciH! (ileidiiiiig der Kliciie wird wie im Art. 28. die Re- 
diictinn auf die Normallorin dieses Artikels vollzogen und die 
Länge der gesnelilen Nurmalen ist 

Ax “I“ Hy — |- Cz H 

Y(A‘ -}- B‘ + 

Es ist olTenltar. dass alle iliejenigen I’mikte, für welche 
Ax' -f- Hy -f. Cz' -)- D und D 

dieselben Vorzeichen haben, mit dem Anfangs|)iinkte auf einerlei 
Seite der Ebene liegen, und dass alle diejenigen Punkte, für 
w eiche diese (Irössen verschiedene Vorzeichen besitzen , auf der 
dem Anfangsptmkl entgegengesetzten Seite der Ebene gelegen sind. 

33. Man soll die Coordinaten des Durchschnitts- 
punktes von drei Ebenen bestimmen. 

Die Destimniung dieser Coordinaten ist die Aullösung von 
drei Gleichungen ersten Grades mit drei Unbekannten, wie sie in 
den „Vurlesnngen" Artikel 16. (S. 28) gegeben ist. Die Werthe 
der Coordinaten sind gleichzeitig unendlich gross, wenn die 
Determinante A oder {AB'C) verschwindet, d. h. wenn 
A [H'C — B"(f) -f- (B"C — BC") -f ji' {BC — B'q = 0 
i.st. Unter dieser Dedingung sind also die drei Ebenen der- 
selben geraden Linie parallel, denn ihre Schnittlinien sind 
noihwendig unter einander parallel, weif sie sich in einem un- 
endlich entfernten Punkte schneiden. 

Unter welcher Dedingung schneiden sich vier 
Ebenen in einem Punkte? 

Man erhält diese Dedingung durch Elimination von x, y, z 
zwischen den Gleichungen der vier Ebenen; sie ist also die 
Determinante {AB'(f D'") oder 

' A . B , C , D j 
A' , B' , C . D' i _ 

! .4", B" , C", ü " I 
\a:", BT, cf", D"'\ 

34. Man soll das Volumen des Tetraeders bestim- 
men, welches vier gegebene Punkte zu Ecken hat. 

Wenn wir den Inhalt des durch drei jener Punkte gebildeten 
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Dreiecks mit Her Länge Her vuiii vierlen auf seine Ebene geräll- 
len Normale mulliplicieren , so crliallen wir Has Hreifaclie Voln- 
nicn Hes TelracHers. Nun ist Hie Länge Her bezciebneten Nor- 
malen nacb Her im Art. 31. gegebenen Form Her Glekbung Her 
Ebene Hnrcb einen Brueb gegeben. Her Has Hesnilal Her Sub- 
stiuilion Her CoorHinaten Hes vierten Punktes in jene Gleicbiing 
zum Zähler imH Hie OnaHratwur/.el aus Her Summe Her QuaHrate 
der Coeflicienlen von x, y. z in derselben zum Nenner bat; und 
diese (Jnndratwurzel ist nacb Art. 32. Her Hoppelte Inbalt Hes 
von jenen drei Punkten gebildeten Dreiecks. Das scebsfaebe Vo- 
lumen jenes fraglichen TelracHers ist daher durch die Determinante 


ausgedrückt.*) 


. t ' , y , 

•t •• 

•r . y , 
x" , , 



35. Es ist, ganz ebenso wie in Her nnalyliseben l'lanimctrie, 
evident, dass für S = 0, S == 0, S" = 0 als Gleichungen von 
drei Flächen, und «, b, c als willkürliche Constanten durch 
nS -f- bS’ = 0 eine Fläche repräsentiert wird, welche durch 
Hie Schnittlinie der Flächen S = 0, S' = 0 hindurch- 
gehl; und ebenso durch oS -j- -j- cS" = 0 eine Fläche, 
welche die gemeinschaftlichen Punkte Her drei Flä- 
chen S — 0, S” = 0, .‘>'' = 0 enthält. Sind insbesondere 
L — 0, A/ = 0, iV = 0 die Gleichungen von drei Ebenen, so ist 


♦) IJas Volumen des von vier durch ihreGIeichunjjcn be* 
stimmten Kboncu begrenzten Tetraeders kann gefunden werden, 
indem mau die Coordinaten ihrer Kckcn bildet und in die obige Formel 
substituiert. Das Resultat Ut (vorgl. „Vorlesungen“ Art. 17.), dass das 
sechsfache Volumen durch den Ausdruck 

{AR'irify _ 

(ah'c") {a' b" e") \a" o"‘ C) (Ä‘'Bcf) 

gegeben ist, in welchem die zwischen de(i Pnrenthesen stehenden Grosseu 
Determinanten bedeuten, (a. u. O. Artikel 3.) Die Determinanto des 
Zahlers und somit der fragliche Inhalt verschwindet, wenn die vier 
Kbonen durch denselben Punkt gehen ; und der Nenner verschwindet 
oder der Inhalt wird unendlich gross, sobald irgend drei jener Ebenen 
derselben geraden Linie parallel sind. Die Determinanten des Nenners 
sind die nach den Elementen D gebildeten Minoren der Determinante 
des Zählers.*) 
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aL -\- bN = 0 die Gleicliiing einer Ebene, «eiche durch die 
Sehnilllinie <ler ersten lieiden unter ihnen gehl, und (iL-\-bHI-\-cy=A) 
<lie Gleiehnng einer Ebene, «eiche den geineinschartlichen Durch- 
schnittspiinkt aller drei enth.ilt. Wir bemerken als specielle Fälle, 
dass rti -f- 6 = 0 eine Ebene bezeichnet, welche zur Ebene L—0 
parallel ist, und dass ebenso aL bM -j- c = 0 eine Ebene be- 
zeiebnet, welche zur. üurchschnitlslinic der Ebenen L = 0, M — 0 
parallel gehl. (Vergl. Art. .SO.) 

Vier Ebenen Z, = 0, M — 0, A’ = 0, P — 0 geben 
dureb einen Funkt, wenn ihre Gleiebungen durch eine iden- 
tische Itelalion von iler Eurni 

aL -f bM c^■ + dP = 0 

vei’bunden sind, «eil dann dieselhen Coordinatenwerthe, welche 
den Gleichungen der ersten drei Ebenen genügen, auch die Glei- 
chung der vierten identisch erfüllen. Wenn umgekehrt vier durch 
einen Punkt gehende Ebenen gegeben sind, so ist eine sulche 
identische Itelalion leicht zu entwickeln; denn wenn wir die erste 
jener Gleichungen durch (Ä B" C"), die zweite durch [Ä' B" C), 
die dritte durch [Ä" B Cf) und die vierte durch {A B' C") mnl- 
tiplicircn und die Producte addieren, so verschwinden nach Art. 
4. der „Vorlesungen" die Coeflicienten von x, y, r identisch und 
das übrig bleibende Glied ist die Determinante des Ali. 35., 
welche vcr.schwindel, weil die vier Ebenen sich in einem Punkte 
durchsebneiden. Die Gleichungen solcher vier Ebenen sind also 
durch die identische Delation verbunden 

L {A' BT C") — M [Ä' Bf" C)-\- B [A" B Cf)— P{A ff C) ^ 0. 

36. Wenn irgend vier nicht durch einen Punkt 
gehende Ebenen durch ihre Gleichungen 
L = 0, M = 0, N=0, P=0 
gegeben sind, so kann auf dieselbe Art, wie in der 
analytischen Planimetrie (Vergl. ..Kegelschnitte" Art. 58.), 
dargethan werden, dass die Gleichung jeder andern 
Ebene in die Form 

aL -1- bM -4- cA' + = 0 

gebracht werden kann. Denn wenn diese vier festen Ebenen 
durch 

Aix + B^-^r Ciz -f A = 0. (f = 1, 2, 3. 4) 
respective dargestellt sind und 

Ax By Cz + B 0 
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<lie lüiiftc Kbenc bpzt'irliiu't, wflclif in die Form 
aL + bM + eiy + <IP = 0 

"elir.'irlil erden soll, so "elil ilie Bcsliiiiinung von o, b, c, rf ans 
der Aidlösnng der vier nedingiingsgleielinngen 

0^1 -j— “j— e.Y.j -|— (Ij4^ = , 

/iß^ -j— cß^ d/?| ß, 

(iC^ -j- cC<^ dC^ = C, 

itß^ -|— bD^ ^-^3 “I“ dD^ = ß 
hervor, «i'b lie stets niöglidi und bestimmt ist. so lange die vier 
l'estcti Ebenen nicht dnreh einen Punkt gehen. 

Daher entspringt daraus ein System von Punktroordi- 
iiatcn im Raume, bei weleliem die flleiehung einer Fibenc> 
dnreh eine lineare homogene ('ileiclumg zwischen vier Veränder- 
lichen dargestellt wird. Und allgemein kann die üleichnng einer 
Fläche n'™ Ordnung durch eine homogene Gleichung n*'" Grades 
. zwischen den Grössen L, M, N, P ansgedrnrkt werden, weil die 
Zahl der Glieder der vollständigen Gleichung Grades 
zwischen drei und die der homogenen Gleichung n'*^" Grades 
zwischen vier Variahein die nämliche bst. Im Folgenden werden 
wir diese Vierebenen-Coordinaten überall da gebrauchen, 
wo durch sie unsere Gleichungen vereinfacht werden können; 
wir werden sie durch ar, y, z, w oder durch ar,, Xj, x^, a:, be- 
zeichnen und haben sie als Grössen zu betrachten , welche zu 
den senkrechten Abständen oder zu gegebenen Vielfachen der 
senkrechten Abstände des durch sic bestimmten Punktes von 
vier Ebenen x = 0, y = ü, z = 0, w = 0 oder x,- = 0 pro- 
portional sind. 

Eine homogene Gleichung n“'" Grades zwischen diesen vier 
Variabeln bezeichnet eine Fläche Ordnung. 


Beispiel 1. Mau bestinnne die ^dl■icbullg der Ebene durch den 
Punkt x', y , z und die Dnrcbsclniillslinic der Ebenen 

Ax-\- ßy Cz -f- /> = 0 und Äx + B’y -f- Cz + i)' =. 0. 
Sie ist 

(Äx + ß'y + Cz -f D') {Ax + % + Cz + D) 

== [Ax + By -f Cz 4- B) (Äx + ß'y + Cz + C). 
Beispiel ‘2. Wciclics ist die Gleichung der Ebene in 
Figur 1? 

Die Gleichungen von BC sind 
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.ilso ist ilic Olcidiiing der gofoidcrtcn Klieiif* 



(li‘iiii sic gellt iiai li dieser ilirer Form diircli jede der drei Veibiiiduiigs- 
’liiiieii der gegelieiioii I’iiiikic. 

Ileixpiet 3. Die (• leicli ii n g der Klieiic I'KF in derscllien 
Figur HU lies l i III men. 

Die Linie EF li.il die (ileieliuiigeii 

a; = 0, -f + = == 1 

o ' c 

und die (■leieliiiiig der diircIi sie mit dem I’iiiiKte », b, c liestiniiiilen Eliene 
ist diilier iiacli dem ersten Iteispiel 

", +^-^ = 1 . 

0 ' c a 

37. Wenn vier LDunen, welclie .sielt in derselben 
geraden Linie sch neiden, dtircli eine fünlte Lhene 
gcsclinilteii werden, die jene nicht enthält, so i.st das 
i)n|iiiclverliältniss des eti tstehenden Strahllihschcls 
unveränderlich. 

Wir können durch eine Transrorniaruni der Coorditiaten die 
Schnittehene zur Ebene der xtj niachen und erhalten daiiti dnrrh 
die Substitution i = 0 in die fileichtingen der vier Ebetieii die 
(iicichtingen der vier Slrahlen jenes Ilüschels. Sie sind olfenbar 
von der Form 

+ ,V = 0, bL M = 0, cL + M = n, dl + .V = 0, 
und das l)o]ipelverbältniss derselben hängt, wie in „Kegel- 
schnitte" Art, 56., allein von den Constaiitcn a, b, c, d ab und 
ändert daber seinen Werlb iiicbt, wenn dureh Transformation 
der Coordinaten L — 0, .V = 0 als Gleichungen anderer Diirch- 
schniltslinien erscheinen. Das Nämliche ergiebt sich auch geo- 
metrisch direct aus dem Fuiidamcutalsatze „Kegelschn." Art. 57. 

38. Damit kann eine directerc Ableitung des Coordinatcnsysteins 
der Xi des Art. 36 und des ihm nach dem l’rinci|ie der Dualität 
(..Kegelschti." Art. 81.) corresiioiidierenden Systems homogener 
Gourdinaten gegehen werden, nach der ztigleich die Dezichniig 
der allgeineincn oder |irojectivischen Coordinaten des l’iiiiktes iitid 
der Ebene zu den specicllcn nach Cartesiiis und l’lücker benannten 
Systemen anscbaiilich «ird.*) 

Wenn fiiiif l'iinkte .4^ F, von denen keine 

vier in einer Ebene liegen, oder fünf Ebenen A,, Aj, 
A|, A, , E, von denen keine vier durch einen Dtiiikt 


Digitized by Google 


Die projcctivisclieii Coonliiiatcu. Art. 38. 


29 


gellen, gegelten sinil, so lässt sich jeder andere l'unk t 
und respeclive jede lindere Ehene in llezug ant diese 
festen Elemente durch p r oje c ti vi sch e Cu u rdi ii n teil he- 


stim men. 

.leder Punkt P hestiinmt mit 
»len geraden Verhindnngslinien ^ 
von dreien der Punkte Ai, die' 
ein Dreieck hilden, drei Eheiieii, 
«lie nur ihn gemein haben und 
tlurch die Uoppclverhältnisse ge- 
geben «erden können, die sie mit 
»len drei lesleii h^heneii durch je 
(lieselhe Gerade (nämlich nach 
(len rihrigen heiden Ai und nach 
K) bilden; z. H. also durch die 
lloppelverhältnisse von Ehenen- 
bnscheln 

(A^ A, . A, A, E /'). 

(A, A, . A, A, E P), 

(4, .-f, . A., A, E P) 
ist der Punkt P hestininil. 

Kezeiciinet man durch e,. e^. 
e^, die Abstände des Punktes 
E und durch />, . p,, pj. p^ die 
.Abstände des Punktes P von den 
Ebenen yG Af.A^Ai A.j. 

A, A^ A.y oder allgemeiner sind 
€i lind Pi die in gleicher Itichtung 
gemessenen Eängen von E und 
P respeclive bis zu der Ebene 
Ai Ale Ai, so sind die vorher gc- 
sclirieheneii Doppelverhältnisse 
respeclive 

t>4 P\->’\’ Pt ■ <’t 

und man kann setzen 

Pi : C( = Xi, 


Jede Ebene H bestimmt mit 
den Schnittlinien von dreien der 
Eheiien A,, die ein Dreillach hil- 
deii, drei Punkte, die nur sic 
gemein hahen und durch die 
, Dofipel Verhältnisse gegeben «er- 
den können, die sie mit den 
drei festen Punkten in je der- 
^ seihen Geraden (nämlich in den 
fibrigen heiden A, und in E) 
Idlden; z. li. also durch die 
Dopnelvcrhällnisse von Punkt- 
reihen 

(A, A,, . A, EH), 

(A., A.j . A, A, E TI) , 

(A;, A, . A., A, E Ifj 
ist die Ebene II hestimnil. 

Itezeichnet man durch e,, r^, 
fj, die Abstände der Ebene 
E und durch n^, ir.,, die 

Ahständc der Ehene II von den 
Punkten Pi., A, A, , Aj Aj A,, 
A^ A, A.,, A| A._, A;|, oder all- 
! gemeiner sind f,- und rr,- die in 
bestimmten l{ichtungen gemes- 
senen Längen von den Erken 
' des Eundamentallelracders bis zu 
^ den Ebenen E u. TI, so sind die 
vorher geschriebenen Doppelver- 
! hällnissc rcsjieclive 

und man kann setzen 

n. : £» == 5(. 
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so (lass x^, Xj, aC| vier al-'so dass vier alge- 

geliraisr.liu /alileti lie/i-iclioLMi, Ix'aisi'lie ZaliUn Iieztöclineit, deren 
deren Verli.ältnisse den Punkt Verhältnisse die Kheiie /7 in He- 
in Bezug aiiT die riinr Fnnda - 1 zng auf die Innf Fnndaiucnlal- 
nientalpunkte hestiinnien niid ihn ebenen bestimmen und sie durrh 
durch dreirache Wiederlndung der dreifaclie Wiederholung der Con- 
Oonstruction der vierten Fhenc struction des vierten l’nnktes in 
in einem Büschel von gegebenem einer geraden Heihe von ge- 
llo|i|ielverhäl(niss construieren gehenein Üu|ipelverhältniss eon- 
lassen. Sie sind als tetrame- struieren lassen. Sic sind als 
trische Coordinaten des; tetrametrische Coordiiia- 
Punktes P zu hezeiehnen; der ten der Ebene H lu bezeich- 
Punkt A' bestimmt durch seine neu; die Ebene E he.stininil 
Lage gegen die Flächen des durch ihre Lagt^ gegen die Ecken 
Fundamentaltelraeders.^i d«!s Fnndanienlalletraeders A, 
die vier Maas.-stähe, nach denen Aj A^ A^ die vier Maassstäbe, 
sic gemessen « erden ; w ir nennen nach denen sie gemessen werden ; 
ihn den Einhei tspnnk t des wir nennen sie die Einheits- 
Systems, seineCuordinaten sind linie des Systems, ihre C.o- 
gleich Eins. I ordinaten sind gleich Eins. 

läegt P in einer Fläche (ieht II durch eine Ecke 
j4j At A, des Fundameiitaltetrae- A^ Ac Aj des Fnndamentaltelrae- 
ders, so ist eine der Coordinalen ders, so ist eine der Coordinaten 
nämlich x,- gleich Null, und «enn nämlich gleich Null, und wenn 
man die pj, fj in Itichtungen man die tr,-, r,- in Itichtungen 
inissl, welche dieser Tetraeder- misst, welche der entsprechenden 
fläche angehören, so erhält man Cegeunächc des Tetraeders an- 
eine entsprechende Coordinalen- gehören , so erhält man eine 
hestimmung des ebenen Punkt- analoge Coordinatenheslimmung 
Systems in dieser Letzteren. des ebenen Strahlensystems in 

I dieser. 

Der Lage von P in der Te- Wenn II durch eine Telraeder- 
Iraederkante Ai Aj entspricht das kante A, A, geht, so verschwin- 
Verschwinden von xt und .r, und den die Coordinalen und ii 
der Punkt wird durch das Ver- ' und die Ebene wird durrh das 
hältniss von x,- zu xj heslimml. j Verhällniss von zu Sj hestimint. 

Denken wii- die Tetraeder der Ai nud der Ay in der Art 
identisch, dass' die Ecke A{ die. Ebene A, znr Cegeiiflaidie hat, 
hezeiehnen «ir die Schnittpunkte der Strahlen von Ai nach /' 
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respeclive E mit der GeyenQäciie A,- durch /*,■, Ei, die Sclinilt- 
punkte der Ebenen aus der Kante Ai Aj nach denselben Punkten 
mit der Gegenkante Ai At durcli Pa, En, endlich die Schnittpunkte 
der Ebenen n und E mit der Kante A^ At des Fundamenlal- 



letraeders durch Iln, En (f’ig. 4), so hat man die Relationen 
(Ai Ai . At At E P) = (At At En Pn) . 

(A; Ay . Ai Ai E 27 ) = (At At E*i litt) 
und somit zur Delinilion der Goordinatenverhältnisse die Glei- 
chungen 
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l' .= (^. 

1' = (•^. E„ 
5| 


/’, ’ — {.t., .4^ h.^^ /\,,), ■' — .4^ /* 3 ,) ; 

•‘i ^4 

/ ~ ('^4 ^ 2^?4 ^■^ 24 )' ^””('^ 1 ^ 3^24 ^di)’ 
»4 =4 


Wir be!4(imi)icn endlich die gefjenseilige Lage des Einheits- 
imiikles E und der Eiiilicilscheiie E diirrli die Angabe der Werllie 
der drei l)o|)|)elverbältiiisse 




A, 


.{.4,.4ß,,E,;}.^ ^{.4,AßM 


"4 "4 

und erhallen dann dnrrli Illulli|iliealion der entsprechenden Werllie 
die Ausdrücke 


Al l| 4^1 


Ai 5|4C4 

A "2 ^2 4^2 




(^2 -■^4 AA-21 A'ji), — ^'^3 ^4 AA34 Aji)- 

* « S I •*- I 


A 4 ^1 •'^4 *4 Sl *^4 

Wir werden zeigen, dass die Siinune der drei hier erhaltenen 
Duppelverhältnisse immer dann gleich Eins ist, wenn die Ebene 
n den l’unkt /' enthält, so dass für die Eourdinaten eines solchen 
l'unkles a',- und einer solchen Ebene I,- stets die Itelalion besteht 

Al^l^ 4C|J- Aj 4Tj -j- A 3 4.1 ^3 _ J . 

A| ^4 ^4 

welche ihre einrachsle Form annimml, nämlich die Form 


4, .T, + 4j ar.j + I3 4rj + 4, = 0, 

wenn A, = Aj = A, = sind, d. h. wenn der Einheitpunkt 
und die Einheitebcne der Coordinalen Xi und 4i 4in 
allen Ecken, in allen Kanten und auf allen Flächen 
des Tetraeders durch dasseihe harmonisch getrennt 
sind. Dieser Einfachheit wegen wollen wir die Einheitelemente 
so gewählt denken, wenn nicht das Gegcntheil ausdrücklich an- 
gegeben wird. 

Liegt der Punkt P in der Ebene 77 (Fig. 4), so ist 
jede der in den erhaltenen Doppciverhältnissen auftretenden 
Heiheii auf die Ebene der beiden andern von P aus projiciert. 
z. B. die Ileihe P^^ auf die Ebene Aj A^ der beiden 

letzten Hcihen in /’j A, /7,,* P^^, wenn /7,,* den Schnitt von 
y/j P, mit der Geraden //jj TZ.,, Oj, hezcichnet. Wir ermitteln 
dann die Summe der Doppclvcrhältni.sse 
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^5l)> (^3 ^34)> (^’l ^^14* 

un<J projicicreii zu iliesein Zwecke die Figur der drei Keilieii 
central auf eine P^bene, welche zur [irojirierendeii Kbeiie der Ge- 
raden 77,4 77,,* 77.,, parallel ist, so dass das Itild dieser Gerailen 
/7„,' 77,,'* 77.,,' uneiidlieli fern liegt und 


Kig. c,. 

vr 










/ 


i 


/ 


‘j. 


die vorigen l)oppelverliälluis,se durch die 
gleichwerthigcii (Fig. (i) 

(.// a ; oo T*,,'). (4' .4,' oo 

(7V .7,' ^ p.,;] 

ersetzt werden, für welche iiian ferner , 

srhreiheu kann 

A.;, A,; />,'). {a;, a,’, />,' A,-). 

(-7, , /', , A.j A.j ), 

wenn man durch diese Symbole die Ver- 
bältnisse bezeichnet, nach denen die Seiten 
des Dreiecks A^ /*,' A^ die Strecken A^ A.,', 

.4,' A.J, A^ P^ respective theilen. Wenn 
man aber endlich diese Verhältnisse durch 
die Verhältnisse der entsprechenden Drei- <7,' 
ecksllächen wie folgt ersetzt 

A A^ A.; Py A .4,' A.; A A^ A./ v4.,' 

'A~A.; A^ P^” A A^ P( A.j' A P^ A.^ A^" 
so folgt aus der nolhwendigcn Gleichheit 
A A^ A.^ P^ + A a; P,' A.: A ,4,' /// A.^ = A A.,' A.{ 7',', 

dass die Summe der drei betrachteten Doppelverhältnisse die 
jiositive Finheit ist.*) 

Wenn in der Gleichung 

I, X, -f X.J -f «3 .Tj + I, a-, = 0 
die I,' Constanten sind, so ist sic die Gleichung der «liirch 
die Goordiiiaten bcstiinnilen und also nach 

*) Mnn Kcigt in analoger Weise ai)er oiitfaelior dass 
(A n G D) -f (.4 C H l)) = \ \ 

nberiliesa so; Es ist 

AC HD, AJt C [> 
ß C ' A l)~^ C ß ' AD 

{,AD-{-ßC)(ßC-\-Cü)—All.CD_ßC{Aß-\-ßC-{-CD) 


BC . A n 

Saitiioii, anai. (ieum. d. Ituumea. 1. 3. .\uH. 


BC . A D 
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= (^/ Et; n^i) 
fi 

coiislrui«rliarcn Ebt'iie, d. Ii, die GIcicliiing, tvelrhe von den 
Goni'dinalen aller l'unkte dieser Ebene beFriedigl wird. 

Sind in derselben rileicbnng die av Cunstanle.ii , so ist sie 
die fl leir Illing des dnrrli d ie C uord i n a le n x; beslinim- 

len Punktes, weicben man iiaeli Pki) ronslrnierl ; 

Xi 

die ('.uordinalen aller durch diesen Punkt gehenden Ehencn ge- 
lingen ihr. 

ijil. linrch besondere Voranssetzuiigen nber die gegenseitige 
Lage ilcr Enndaiiieiitalelemente können die.se allgeiiieinen Coor- 
dinateii sperialisiert werden. Ist F, der Mittelpunkt der dem 
Tetraeder der Ai eingeschriebenen Kugel, so sind die vier Ein- 
heiten gleich , nach denen die x; gemessen werden , wenn man 
sie als Laiigenzablen der Enirernnngen von P von den Knndamen- 
talebenen betrachtet, und dicsclhen können daher als diese Längen- 
. zahlen selbst im gewöbniicheii Sinne bezeichnet werden (Art. M4). 
Der liehergang vom Einheiipnnkt K mit den Abstrmden >■,- zu 
diesem Punkte der gleichen Ahstände als Einheitpnnkt enlspri; ht 
der Mnitiplicatmn der Coordinaten x; mit der Längenzahl des 
respectiven Ist F der Srbwerpmikt des Tetraeders, so sind 
jene vier Einheiten die Viertel der entsprechenden Tetraederhöhen 
und die Gnordinaten x; die Verhältni.sse der Entrernungeii von 
P von den Euiulainentaleheiien zu den entsjirechenden Höhen 
des Tetraeders^), oder der Volumina der Tetraeder P Aj A^ Ai 
und Ai Aj Ak A,. Zugleich ist daun die Einbeilebene E unend- 
lich fern. 

Wenn wir voraussetzeii , dass eine Eläche des Fundamenlal- 
telraeders z. H. y/, .7j A.^ oder A, die unendlich ferne Ebene des 
Itaumes sei, so bilden die Punkte P^, P.^, P.^ und A’,, E.,, die 
Parallelprojectioneii der Punkte P und E nach den Itichtungen 
y<, , A.^, Ay respective auf die f^bcneii A,. P\.,, A^, und man hat 
wegen (./, «y Eji E^i) = — 1 


- 

^i\< 

Af Ej.^ = 

A^ Ajj, .7, 

E|.1 •= -■^4 ^43 

x^ = 

= pi ■■ 


^ t = '■^1 .^*|J _ 

Xj A^ A„ 

- X„ 

x.^ 


= X.,, 

-^4 ■^43 

= X. 


^1 

AV, 

•^4 '^l ^13 

3 


also 
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uml 


S, 


1 




_ 1 _ 


h. 

It 


1 


-■^4 ^ 4.1 


^13 


-’4 ^'41 

•^4 ^11 ^4 ^-13 

vergl. Fig. 1, p. 2. wo nur 0, y4, B, C, D, K, F durcli .4^, f\, 
P.^ P.J, P,|, Pjj, P^^ zu ersetzen uml die uneudüdi feriien Punkte 
auf a:, y, z durch .4,, .4,, .4^ zu hezeichueii sind. 

Macht iiiau endlich £,, = A^ = .-f, £,i = 1- sind 
die a-|. x.,, a'j die gewühulicheu (iai lesischeii Punkicoordinateu 

X, y, z und die Ji<-‘ Plückcr’schi'ii Fheuen-Cuurdinalen 

^4 l| St 

I, »j, f. Die Gleichung ^,a:, 4- - - . = gdd *» ka:-j- i,y-j-Ji + 1=G 
über, d. h. in der Gleichung der Kheue siml die Verhältnisse 
der r.oerfieienteii zuiii absoluten Glied ihre Plücker’scheii Coordi- 
iiaten und in der Gleichung des Punktes dieselben Verhältnisse seine 
Cartesiscben Goordiiiuteii. 

Der üehergang von den allgemeinen projectivischen Haum- 
coordinaten zu den elementaren Goordinatensystemen von Cartesius 
und Plücker entspricht einer Keliefhildiing, hei welcher die eine 
Fläche des Fundainenlalictraeders zur Gegenehene gewählt wird*). 


Damit ist auch die lledentniig der .Snhsiitntion 


y 

m ' 


für X, 


y. z geometrisch erklärt. 

1. Urei Punkte von den Coordi-| 1. Ilrci Ebenen von den Coordi- 
naten y,-, z,-, rc, hestimineneine Ebene i nuten y,-, b>, besliininen einen ihnen 


von der tileiclinng 



^34 

^4| 


t 

Sj« lu' 5t 

//l» y-il 

y34 

II 

c 


Vy, 

’h 

Zp ^2» 



f.. 

^■2’ ^4 



"’.l 


W|. 

Mj, 0)3, W, 


genii-in.s:iinen Punkt von dertileicliung 


= 0 


(Ver.gl. Art. 30.) 


(Vergl. Art. 33.) 


Du diese (ileicliungen auch als die flesultute der Elimination der 
k, I, m, n oder x, i, p, v zwischen den .Systemen 

= — ('==1.2i3,4) 

betrachtet werden können, so hat man für die Poordinalen eine.s beliebigen 
Punktes in der Ebene yo z,-, «»,■, respeclive die Coordinalen einer beliebigen 
Ebene durch den Punkt »y, fi. die Au.sdrfuke 

X,- 1 , (vergl. Art. 9 ), ^ , 

3* 
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deren Nenner bei der Siibstilulion in Gleichungen d.mn vernachlässigt 
werden können, wenn dieselben in den Xi respeclive den honiiigen sind. 

2. Die Ebenen, welche zwei Punkte z,- mit den Fiindamcntal- 
pnnkten Ai verbinden und die geraden Linien, in welchen sic die Cegen- 
ebenen A, dnrehsebneiden, sind dnrcli 


[yt :t — yi ~t) + iyi ^i— ,v> -i) + x, % n — y« z,) = o 


dargeslelll: analog die Punkte, welche die Schnittlinie zweier Ebenen >/,, 
Sj mit den Fiindamenlalehenen A, gemein hat, durch dieselben Gleichungen 
in den t;, f. 

Da diese Gleichungen als die Eliminationsresultalc der Systeme 
IXj -f mijj -f nzj = 0, IXt -f mijt + nr* = 0, /.r, -f wiy, -f n z, ; etc. 
angesehen werden können, so erhält man für die Guordmalen Xj eines 
I'unktes in der Verhimiimgslinie der beiden Punkte y,-, z,-; rcspectivc die 
Goordinaten !,■ einer Ebene durch die Schnittlinie von zwei Ebenen ly, f,- 
die Ausdrücke 


Xi = — 


+ »-i 


yergl. Art. 71.), |,- 


Mi+ >'ii 

T" ' ’ ' 


3. Ilieselhen Gleichungen führen zur allgi'meinen geometrischen Inter- 
pretation der Zahlen m und n ; man erhält aus 

/x, -f- mt/, -}- Ix., -f" "'y-j “h "'■> = 


durch Elimination von / 

m r, — ac, tj 

nnil analoge Wertlic aus den übrigen Paaren. Die Umformung dieses Aus- 
drucks führt aber zur geometrischen Interpretation ; es ist, wenn wir die 
Doppelveriiältnisse in der Ebene A^ A.^ A.^ messen und dafür P, und 
durch P, K bezeichnen und wenn Q, R ebenso den Punkten von ilcn 
Gooidinatcn y,-, z,- entsprechen: 


Ul 

n 


aVi 




(' 

ö 


ai 

Xi 

X, 


~i 

-t 

.'/I 

.Vt 



t, l~J^A,.A,A,l{n 
,n \-{A^.A,A,(JP) 


!h 


.'/I 


1 - {A ,.AiA,EP) -. {A,.A,A,t:H) 
■ i — tA],.A,A,Pl’)-(A^.A, A,m 


(A,.A,HA^P) 

(A,.A,0A,P) 


(Vgl. Anm.* p..3.3.) 


Fig. 7. 


y6 ; ' 


Also 


=— =■ (P,P0R) 


/>/? 
PO ’ 


wo z, ;y I = /'i R. l\Q ist, für P, 
als den Schnittpunkt der Fnndanicn- 
tallinic A.,A.^ mit der Geraden QR 
in der Ebene A^A.,A-^. (Fig. 7.) In 
derselben Weise lindet man 
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» jj, ' I j j/ sinp^ 

Sind dann atier ferner P^, 1'^, P^, P^ vier l'unkle in der geraden 
Verbindungslinie der Punklc Q und H, denen resj.eclive die Wcrlhe 
Hl,:«,, m^:n^ enlsprcclicn, so crliält man lür das Doppel- 

vcrhültiiiss derselben folgende einfache Entwicklung. Man hat 

tp p p p ip DP P )-IP np P ) U^PtOPA . (ItPiQPt) 


iJ,P/jH) _ . 

(POPiP,)- 1 . (fl<JP,P,)-~l ^ (■■i,P,fJI!) 
m>P,P,) - 1 ■ {IKIP,P,) - 1 (_/«,/', y/<) _ , 


(.-«,/>, y/fl _ J 
(■WJH) 


"i, . I«, j 

«j »4 — W<i«| j 

f/tf /f/ff . Wi ,//4 — 


oder für : nii = 4', 


A*j — 4*4 A*| — A*j 


//> ft p fi \ . ^‘i 

^ I V A.^-A-3* *V-A/ 

(Vergl. „KegcIscliniUe“ Art. 298,) 

Unter der specieÜen Voraussetzung, dass /*, inil i>, P.^ mit P 
ziisammenfallcn, ist wegen n, = 0 , ~ 0 

iwj',) - : -^= 1 -’ • 

— OT-j W| A| 

Sollen iiiil £), R eine liarinunisclic Gnijipe bilden, so 

muss sein und inan bat also für die Coordinaten a:, 

solcher Punkte, die mit y,- und z,- eine harniunisclie Cnij>|ie bil- 
den, die VVerllie (y,- + A-i,). (Vergl. Art. 73.) 

40. Wenn zwei Reihen von Punkten projcctivisch d. h. von 
gleichem Doppel verhältniss sein sollen, d. h. wenn man hat 
{PfP,,P.jP) = {P^'P.,'P^'P^)ist, und wir durch A,-, k,' die Parameter 
der einzelnen Punkte in Bezug auf beliebige Fixpmikle ihrer Reihen 
ausdrückeii, so ist 

A,— A., A,— A _ A,'— A.,' A,'— A'* 


A.. A 3 k^ A 


Aj “Ajj ^2 A 


wir betrachten P^, P^, P^ und folglich auch P,'. /V, P^' als feste 
Punkte, die drei gegebenen Paare der der projectivischen Reihen, 
lind erlialteii als Bedingung der Projectivität eine Gleichung von 
der Form 

akk' — AA -|- cA' — d = 0 
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:;8 


zwischen den l'in'ainelein der heweglicheii enlspredienden Punkte 


P, P'. 

Siihstitnierl man frir k, k' diu durch das Vorige Iieslinimten 
Werlhe von der Form 


’J\ 'Ji 


* * 


. k' 


K’., 


SO cnlstehl eine Gleichung von dcrselhen Form, die wir schrei- 
hen wollen 

ar, ar,' 


? + «u ^^-«.,=0.*) 


und aus welcher man 


. .»2 

, ''»l+Ojs I 

^i' „ ""-^1 + "ir'Tj 

erhall. Soll eine Itezii'huiig dieser Arl im ganzen Raume stall- 
lindeii, so muss eine Ahhängigkeit von der Form 

Xi o,-j aT| ”{“ a ,'2 a ^2 ”(“ ar-j o,-| ar, I 
a-,' ~ 0,1 a;, + «ija-., + 0,3 .r. + a-., 

heslehen, aus welcher fiir alle eulsprecheuden geraden Reihen 
die projeclivische Beziehung wieder hervorgeht, oder man muss 
haben 

fix,' = a,,x, + flijX., -f o. 3 a .-3 + o,,x^. 

Per Ebene li'x,” -{- Xn + I 3 ’ X 3 ' 1/^/ = ** 'l''s zweiten 

Raumes eulsprichl im ersten Raume das durch 

l|'(«U^l4-'>lja;2+"l3a^.1+«l4^t)+52'{"2r»^l+«2?*2+"j3^3+"2ta:,) 

+^3'(«3i^’i+"a2a-j+«3.3a:3+a3,x,H-|i'(o,,x,+«i2a.-2+n43X3+o,,X4)=0, 

oder 

•^1 ("11^1' + "iiJ/ + "ai^a' + + -^2 + "zjlz' + • •) 

+ •^3*(“l3«l’ +•••)+ +•■•)= 0 

dargestellle Gebilde, d. h. wieder eine Ebene und mau sicht zu- 
gleich, dass die lineare Abhängigkeit der xi von den x,- nolh- 
wendig ist, wenn dem Punktsystem einer Ebene des einen Raumes 
ein ebenes Punktsystem im andern Raume entsprechen soll. Mau 


•) Für 


— flji hat man den Fall der Involution. 
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lial aus ilor erlialleiioii Glcicliiiiig ziigleicli für die enLspreehemle 
Transrnrntalion der Eiienencoordinalen die Relationen 

= « 1 * + "2* ^2’ + “3t ^ 3 * + 

d. h. der Ucliergang zu einenicollinearen System ent- 
spricht einer allgemeinen linearen Siihstilution für 
die x! und der transponierten Substitution für tlie 
Durch ganz analoge Ketrachtungen erkennt mau, dass das pro- 
jectivisclie Entsprechen zwischen den Punkten Xi eines Raumes 
und den Ebenen |/ eines anderen Raumes die Relationen 
= «oa;, -f Oija:2 + “ 13^3 + 

erfordert und dass, damit auch immer einer Ebene 5t ersten 
Raumes ein Punkt des zweiten entspreche, zugleich 
c5t = a^kX^ -f- a^kX-! «3t a-/ + «it-i^t' 
sein muss, d. h. die Rcciprocitäl räumlicher Systeme 
wird ebenfalls durch eine allgemeine lineare Substi- 
tution und deren transponierte analytisch ausgedrückt. 

Die geometrische Redeulung der Coeflicienten der belreffen- 
den linearen Substitution ergiebt sich aus dem Vorigen; so dass 
wir eine gegebene lineare Substitution ebenso leicht geometrisch 
darstellen können, wenn die Coordinatensysleme gegeben sind, auf 
welche beide Räume bezogen wurden, als wir auch zu einer geo- 
inctrisch gegebenen Eollineation oder Reciprocität zweier Räume 
die analytische Ausdrucksform oder die sie repräsentierende lineare 
Substitution ermitteln können. 

Bezeichnen wir im Raume der Xi, 5f 'Üc Fundamentalele- 
mente durch A.^, A.^, A,, E und E, im Raum der x!, |/ 
dagegen durch A^*', Af, A^’ , A^\ £*', E*', so dass jenen in 
diesem Raume die Elemente A^, A^, A^', A^, K und E*, den 
zweiten aber in jenem Raume die Elemente A*, A.,’^, A*, A^*, 
E*, E* entsprechen, so liefern die allgemeinen Substitutionen 
für den Punkt Ak und die Ebene A,* die Beziehungen 

,«Ct , flt'i . 

-- Xi = ftil ) ' . C 

/it Iti 

und somit zu unmittelbarer Verbindung mit tler geometrischen 
r.onstrnction für Ak respective Ai* 

x{ : xj == Oik : üjk , 5i ; 5i — «i* : ">i- 
Die Cocfficicnten der linearen Substitution, welche die Collineation 
zweier Räume ausdrückt', sind also, sofern sie zur selben Zeile 
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gt'llören <1. Ii. liiiurlei lislcn lll(l(.'^ lidlifii, ilcii diirdi ilie zivei- 
teii Imlitüs liezeiclini'ttii Ooui'ditiaicii der Khenc des ersten Systems 
gleirli oder |irupniiioiial, welelie der durch den gcuieinsamcn In- 
dex hezeiclinetcn l■'lmdalnelltalcl)ene des zweiten Systems ent- 
spriclit; sie sind dagegen, sofern sie zur gleichen Meihc gehören 
d. h. einerlei zweiten Index haben, den durch die ersten Indices 
liczciclineten Coordinateu desjeingen l’unktes im zweiten System 
gleich oder |)ro|iortional , welcher dem durch den gemeinsamen 
Index hezciclnieten l''nndanientalpunklc des ersten Systems ent- 
spricht. .Man erhält nberdiess für den l’unkl E’ die Itelation 

ft.r,- = O,, -(- -|- «,'3 -j" "<i > 

d. h. seine ('.oordinalen sind die Summen der (ioefneienten der 
Siibstilntiun nach Zeilen; und für die F.henc 

pI* = «i* 'h "-it “1" "a* "i*' 

oder ihre Coordinaten sind die Sunnnen der Cuerilcicnten nach 
Iteihen. 

Im F'alle. der Iteciprocität erhält man ganz analog für die 
Ebenen A/, A,* 

1/ : ij = «,i : fji und si ; : «,,, 

ninl liir die Ebenen E’ und E* specicll 

m|.' = «i, + «fii -f «,3 -f ff.,, rin = «|4 -f «2* + t'a» + »i*- 
Denken wir die collinearen llänine speciell congruenl und in sich 
deckender Lage, d. h. alle ihre entsprechenden Elemente als zn- 
saninienrallend, so erkennen wir, dass jede Transformation der 
Eoordinaten einer linearen Substitution äquivalent ist, in welcher 
die Eoeflicienten von einerlei erstem Index den durch die zweiten 
Indices bezeichneten Coordinaten der Fundamentalebene des zwei- 
ten Systems vom gemeinsamen Index im ersten System, und die 
Coellicicnten von einerlei zweitem Index den durch die ersten In- 
dices hezciclnieten Coordinaten des Fundamentalpunktes des ersten 
Systems vom gemeinsamen Iudex im zweiten System gleich oder 
proportional sind, während die |U fachen der Coordinaten des Ein- 
heitpunktes des ersten Systems in Hezng auf das zweite gleich 
den Summen der Coeflicienten nach Zeilen und die (ifachen Coor- 
dinaten der Einheitebene des zweiten Systems in Bezug auf das 
erste gleich den Sunnnen der Coeflicienten nach Iteihen sind. 
(Vcrgl. Art. 16 f.) 
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Beispiel 1. Wenn die iirnjcctivisclion Itäunip auf (las.sfllie Cnordi- 
natensystem lietogcii «crilcn, so lassen .sich iliie gegenseitigen Bezicliuu- 
gen in analvtisclier Form einfach erörtern. In zwei cullincaren näuincn 
fallen cuts|ircchendc 1‘nnktc ziisanitneii. wenn die Relationen 
(IX, = X^ -}- üi^X.^ -f- «i,«., 4” "i|^4 
erfüllt sind. Man erhält aber durch Elimination der Xj zwischen ihnen 
eine hiquadratische Gleichung 


«11—8. 

«fZ ' 

«13 

• “11 

«•il • 

«■/2— f‘» 

«33 

■«31 

«31 • 

«33 , 

«33“ 

-f*. «31 

«11 « 

^42 * 

«43 

■ «14— f* 


zur Bestimmung der Werthe von g, welche die sich seihst entsprechenden 
l’nnktc liefern. Durch Einsetzen der Wurzelwertlic in die Redingungs- 
gleichungen werden diese zu Bestiinmungsgleichungen für die Coordinaten 
der fraglichen Punkte. Wenn sic reell sind, so vereinfachen sii h für ilic 
Wahl derscllicn als Fundamenlalpuukte die Formeln der projectivischen 
Beziehung in ux/ = «,X(, wie es aus den (Irundlagcn unserer Coordi- 
natenhcstinnming sich auch direct ergieht. (Vergl. „Kegelschnitte“ 
Art. 376.) 

Beispiel 2. Zwei Räume sind einander collinear, wenn sic zu demscl- 
heu dritten Raume reciprok sind. 

Denn die Vcrhiiidung der Bedingnngsgleichungcn der heiden Recipro- 
citäten gieht sidche der Eollineation. 

Beispiel 3. Die Gleichungen der Collineation der Räume sind für 
schiefwinklige Coordinaten 

: _ "«’f' "v- "i'i 

"II 4 "ipz-’ 4 "ku 4 "ii- ’ "ii 4 "U-® 4 4 "II* ’ 

_ "n 4_"i»^ 4 "ii= 

"ii 4 "le" 4 4 "11= 

Den Punkten der Ebene o,, 4 4" "laJf 4 "i 4 ‘ “ ciitsprechcii 

unendlich ferne Punkte im Raume der gestrichenen Coordinaten ; wäre 
sie seihst unendlich fern, so hätten wir den speciellen Fall der A ffi n i tä t. 
(Vergl. ,, Kegelschnitte“ Art. 378. 6; 421.) Im Allgemeinen nennen wir 
sie die Gegenehen c im ungestrichenen Raum. 

Hier soll der Fall der I n vol u ti on unterfiicht werden (vergl. „Kegel- 
schnitte“ Art. 377.) d. h. der Fall des vertaiischharcn Entsprechens 
zwischen den Elementen beider Räume. Ilic Ebene, welche durch 
"ii 4 0|a^ 4“ Oijy "I“ “rr = '*'® Gcgenchcne 

der Involutiun, ist dann allgemein nicht unendlich fern und kann als 
Eheiic J = 0 gewählt werden, so dass die Gleichungen der Collineation in 

r (x — a._,,) =a.^,4o5._.a:4-«.^3jZ, 2 (y — a 3 ,) = as, 4"a2a:4z/;,3i/, 

zz = <14, 4- fljjx 4 H43I/ 4 «44! 

und durch ParaUclvcrschichung der Axeu des gestrichenen Systems nach 
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dem AnfaiigspuiiUe <? 3 j. 0) in 

:x = (jj, + njja: + a.y^>J, z;/ = <»„ 4- -f «.^y, 
i:' = -f. „^.,x + n,..,jr+ 

fil>ergi'licii , nus dcncii für sich deckende Conrdinalcnsyslemc im Falle der 
Involiilinn sofort die weiteren folgen 

i'x = «j, -f- + fijj/', z'y = 03, + 

zz = + "i.i.'/’ + "ii=- 

Die lledinguiigen der Vcrlräglidikeil dieser lieiden (irnp|icn von Oleichun- 
sind die lledingnngen der Invoinlion. Mnilipliciereii wir die ersten lieiden 
rilciclinngen der letzten (iritppc mit z und setzen sodann für zx , ztj , zz 
die Werllie nach denen der ersten (irtippe, so folgen als für alle Werthe 
der X, z zu erfüllende (ileichiingen 

X (zi,| + 4 - a,^ij 4 - n,,z) = 4 - o„ (o.,, 4 - a„x + 

+ "is («at + + "333/) • 

’J («4t + «I3-'' + "ij!/ + "ii') = "at* + "33 f«3t + " 33 "^ + " 33 !/) 
+ "33 (" 3 t + "33* + ".lay); 
man muss daher hahen 

"43 “ "43 “ "41 ~ "31 ~ *^^*1 "31 

"33 ("33 + "33) = "33 ("33 + "33) = 

"4 t = "33’ "f" "33 "33 "33 "33 " 33 ^’ 

Uiesen Helationen genügeu die Annahmen a] und ebenso h) 

aj — " I "331 "3a ^1 "33 ~ hj 44^^ ■i'"” "33 

itiid man erhalt densclhcn entsprechend die rileiclinngen der Involution 
a) zx = OjjX, zij = «jjj/, zz' = oder h) :x' = n2,x4-<Z2:jy. 

zy "33"- " 33 ^f j — "33^ "33 "33* 

Im Falle a) folgt für x == x', y — y ^ z — z 

x[z — «jj) = 0, y (i — Oj.,) = 0, z^ — Ojj’ — 0, 

denen gleicliz.eitig genügt wird durch z - Ojj und durch r = — 

X •= 0, y = 0. Es gicht sonach in diesem Falle eine sich seihst ent- 
sprechende Ebene (Oollinealirtnschene) parallel zurfiegenehene im Abstand 
Ojj von derselben, und einen sich seihst entsprerhenden l’unkt (Collinea- 
tionsccntruin) in der Aae r in deinsclhen Abstand auf der andern Seite der 
ficgenehene. Hie in jener Ebene liegenden Punkte und Geraden und die, 
ihirrh diesen Punkt gehenden Ebenen und Geraden entsprechen sich seihst ; 
die Geraden in jener sind die Träger involutorischer Büschel entsprechen- 
der Ehencii, die Geraden durch diesen die Träger involutorischer lleihen 
cntsprcclicnder Punkte.^) Im Falle h) ist für x = x', y = y, z = z' 

X (i — oj,) = Oj,y, y (t -t- (ijj) = = Oj,* -j- 

(setzen wir = b~, also i = 4~ &), 
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uo die drille GIcicliiing au-s den Imideii ersten folgt, .so das.s dic.sellien 
zwei Gerade In 3qiiidistanten Paralleleheneii zur Gegenebetie bczeiclinen, 
die mit b gleichzeitig reell uinl iinagin.ir und durch die Gleichungen hc- 
slinimt sind 

x(b— u.^j) = y [b + = «jj-r. 

Wählt man die llalhierungslinien dircr Richlungcn in der Gegeiiehenc, die 
stets reell sind, zu den Äsen der x und y^ sn crhrdl man für die Gleich- 
ungen der Involution 

zy* = m.V, r-l"' = «r, ir' = mn 
und für die sich seihst enlsprccliendcn Geraden 

z = y mn, Y — ^ unil l = — j/ mn , Y — — Xj/ ~ . 

Entsprechende Punkte liegen in einer die Doppellinien .sciineidcnden Gera- 
den uud bilden mit den Punkten der letzteren harmoni.sche Gruppen; ent- 
sprechende Ehencn gehen durch eine die DoppcIHnien schneidende Gerade 
und bilden mit den Ebenen derselben harmonische Gruppen.*) Man unter- 
scheidet beide Fälle der involutoriscben Räume als cenlriscli-involutorisch 
und gcschaart-involutoriscb.') 

Beispiel 4. In zwei reciproken R.änmen liegen Punkte Xi in den ent- 
sprechenden Ebenen wenn 

(«11 -^‘i + "(2^2 + + “n^j) + ^2 («21 •■'i + • • •) 

[+ ^3 («ai^l + ••■) + ^1 («II a:, 4- . . .) = 0 
ist; cs sind also die Punkte einer Fläche zweiter Ordnung 

«,,ar,- -f . . . 4- (o,.^ -}- .r,a:., 4- == 0. 

Wir werden bald sehen (Art. 6.3), d.iss für «,{ = «j.,- diese Fläche zu der 
Fläche zweiter Ordnung wird, in Rezng auf welche der Punkt ar,- und die 
Ebene sich als Pol und Polarebene entsprechen. 

Beispiel 5. Setzt man in den allgemeinen Gleichungen der Recipro- 
citäl a,i = 0 iiiiil a,jt =“tni, so wird die Gleichung der ineinander 
liegenden Elemente identisch erfüllt; die Gleichungen der Rcciprocität 
werden 

Sl' = «Ija-j 4- «„.Tj 4- er, ,x., , 

Ij = «iza^i 4" «2:i^.i ■(" «21^1» 

^.1 ~ «n^l «23^2 "f” «31^1 z 

Ii = «iiar, «zi'^z «31^3 

Da die Determinante der rechten Seiten dieser Gleichungen nicht identisch 
Null ist, wie in dem cnls|irechenden Falle der Planimetrie, sn bestimmen 
sie eine Rcciprocität räumlicher Systeme mit vertausebh.arem Entsprechen, 
also eine Involution, die man als ein Nullsystem bezeichnet.') 

Für X, = 1, Xj == X, Xj = y, x, = z und 
: I, = q, i| ; I, = ? folgt aus der Gleichung der dem Punkte x, 
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nitsprcclipnilon Klient die (ileieliung der Kliene, weltlic dem Punkte x, y, 
z entspricht, 

"n^+“i.iy+“ir + (— + «I:i— "3a-^'+"34=)y' 

— («,, + + «n’j] i = <>, 

oder man hat 

f ' = “ ,/ _ ~ "u ~ “»iL 

«irr + «ijy + «11= ’ «irr + «i.i;/ + «I4= ' 

y — ~J1" 

«it* + «i»y + «11= 

Kinem ßnsehel von parallelen Khenen ini gestrichenen System, als för 
welche die Verhältnisse : f" und i;' : f' constanle Weilhe A, y, hesitzen, 
entspricht eine Punktreihe ini andern System, welehe durch 

— «13 + «33» + «3t‘ + ^ («II + «31* + «:u.v) ■= •^'i 

— <r ,3 — + «,,r + + «j,a: + o.„y) = 0 

he.stiinnit ist und daher slel.s durch den festen Punkt geht, in dem ilie 
Klieiieii 

«33» + «3I‘ = «12» «31* + «31» = — «117 •“ «3a* + «3l‘ = «13 

sich schneiden, und welcher iineiidlich fern liegt, weil die Determinante 
der linken Seilen in ilieseii Cileichungen verschwindet. Den Geraden der 
unendlich rcrneii Ebene entsprechen Gerade, die einander parallel sind, wie 
es ans iler iiivululurischen Natur der Deziehuiig hervorgeht ; man iieiinl 
sie die Durchmesser des Systems. Isl einer derselben die Axe der i, 
so muss «j, = 0, « 3 , = 0 sein und man erhält für den der Stellung 
der Elieiie i ■= 0 entsprechenden oder conjugierlen Durchmesser, die 
Axe des Systems, mit A = 0, = 0 

— a,j + = 0, — er, 3 — a.^.x = 0. 

Machen wir diesen zur Axe <lor z parallelen Dnrehmesser zur Axe der z 
.seihst in einem neuen Syslciii .V, F, X‘, 4’’, d. Ii. setzen wir 


X, F-j- 


=x', r + = y, 


so reduciert sich die (ileichiing der dem Punkt .V, )’, Z entsprechenden 
Kheiie auf 

«11 (:-•') = «33 ('Vr - x'Y). 

Ihr Winkel gegen die Eheiie iler ,t, y ist unter der zt^flssigen Annahme 
rechtwinkliger Coordinaten durch 

tan «, = -- y'x^ -|“ ’ß 


gegeben, d. h. die von der Axe gleichweit entfernten Punkte hahen Polar- 
eheneii von gleicher Neigung gegen dieselbe. 

Man lierechiiet nach der obigen F'undamentalgleichuiig leicht die 
Gleichungen der einer gegebenen Geraden 

X = mz a, y = 712 -j- 6 
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enlsprcchentien uder eoDjugiorlcn Gerndeii 


X — [mz -}■ «) 


«II 

«J3 («« — 


y = ("*' + *) 


«14 

{na — mit) 


und sielil dar, ms, dass eine Gerade sir.li selksl conjugiert ist, wenn man 
lial «I, = b .,3 («« — mb]\ cs giclil also drciracli nricndlicli viele sich 
selbst oonjngierle Gerade. (Vcrgl. wcilerliin Art. Sit, 1.) [Iiircli Jeden Punkl 
des Ranmes gehen einrach iinendllcli viele von ihnen, welche d.as Bnschel 
in seiner Polarchcne, nml in jeder Ebene liegen einrach nncnillich viele, 
welche das Büschel aus ihrem Pol bilden. Jede Gerade ist sich selbst con- 
jugiert, welche zwei einander conjngiertc Gerade sc.lineidct. Man sieht 
darnach leicht, wie zwei Paare conjugierler Strahlen iinendlieli viele ge- 
incinschartliche Transversalen haben müssen, wie die gemeinsame Normale 
zu zwei conjngierten Geraden auch normal zur Ave des Systems ist, etc. 


, Sie gerade Linie. 

41. Wenn man die Gleichungen zweier Ebenen als gleichzei- 
tig geltend ansieht, so wird durch sie die Hurchschnillslinie dieser 
Letzteren repräsentiert, als welche alle diejenigen Punkte enthält, 
deren Coordinaten beiden Gleichungen genügen. Das zuletzt Vor- 
hergehende macht augenscheinlich, «lass die Gleichungen zweier 
Punkte als gleichzeitig geltend gedacht nicht minder eine gerade 
Linie darstellen, nämlich die gerade Verbindungslinie jener beiden 
1‘unkte. (Vergl. Art. 51.) 

Indem man nach einander x und y zwischen den heiden 
Gleichungen eliminiert, erhält man die Gleichungen der geraden 
Linie in der gebräuchlichen Form 

X = mz -j-a, y = nz -\- b. 

Von ihnen stellt die erste die Projection der Linie auf die 
Ebene xz oder den Aufriss und die zweite ihre Projection auf 
die Ebene yz oder den Seitenriss dar. Beide zeigen, dass diu 
Gleichungen einer geraden Linie vier unabhängige 
Constanten enthalten. 

Wir können die Gleichungen der Verbindungslinie zweier 
Punkte unabhängig bilden; denn wir haben im Art. 8 die Coor- 
dinaten irgend eines Punktes dieser Verbindungslinie bestimmt und 
es genügt für jenen Zweck, aus den Werthen derselben das Ver- 
hältniss m : n zu bestimmen und seine drei Ausdrücke einander 
gleich zu setzen ; man erhält die Gleichungen 

X — x' y — y z — z‘ 

x' — x" y — y" z' — i" 
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als die ^(’ileicliiingcn der geraden Verbindungslinie von x, y, z 
und x", y", z" ; dieselben Ülcicbungcn ergeben sieb aus einer 
einfacben geuinetrisebeii Uetraebtung. Sie zeigen aiieb, dass die 
tileicbuugen der I'rujecliunen der Linie mit den LIeiebungen der 
Verbitidungslinien der gleiebnaiuigen 1‘rojeeliunen von zweien ibrer 
Punkte identiscb sind, wie diess aiieb smist evident ist. 

42. Zwei gerade Linien iin II au ine sebneiden sieb im 
.MIgemeinen niebt. Wenn die erste derselben durrb die Gleicb- 
iiugen /, == 0. M und die zweite dureb die anderen A' — 0, 
/' = 0 dargestelll wird, so wird iler Durcbsebnitlspunkt dieser 
Geraden, sofern ein solebcr torbauden ist, zugleieb jenen vier 
Lbenen gemeinsam sein und die liedingnng, unter welcber 
sir. b jene Geraden dürr lisch neiden, ist daber dieselbe, 
unter welcher vier Lbenen durch einen Punkt gehen, 
welelie wir im Art. 33 entwickelt haben. 

Zwei sieb schneidende gerade Linien bestimuieu 
eine Lbene, deren Gleiebuiig leicht gerunden werden kann. 
Uenu wir sahen im Art. 35, dass die linken Seiten der Gleichungen 
von vier durch einen Punkt gebenden Kbenen der identisebeii 
Itelalion 

aL + bM -f c A -1- dP = 0 

genügen; cs müssen somit die Gleicbnngcn aL-\-bM = 0, 
c A dP = 0 identiscb und llr|iräscntanten der nämlichen F.bene 
sein ; zugleich zeigt die Form dieser beiden Gleicbnngeii, dass sie 
respective durch die beiden geraden Linien L = 0, M — 0; 
N = 0, P = (I bindiircbgebcn. 

/leispiel. Wenn die gegcheucii geraden Linien diiicli (ileieliiingen 
von der Form 

x=mz -)- (/, y^nz -j- b-, x=mz -f- «, y = nz -f- b 
dargestcllt sind , so wird die Kediiigung, unter der sie sieb durseluieideii, 
gefunden, indem man die erste und dritte l■lcicllung für z aullöst und die 
so gefundenen Wertlie mit dun aus der zweiten und vierten Oleiclinng 
entspringenden vergleicht; man erhält 

a — a h — h 
m — m n — n 

Wenn diese liedingnng erfrillt ist, so sind die vier Gleichungen durch 
die identische Itelation 

(n — n’) /(a; — mz — a) — (ar’ — mz — 

= \{y — >‘-~l>) - {y — i,’z — ä')} 
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verbunden und es ist daher die Gleicliiiiig ihrer Ebene 

{n — «') {x — mz — «) = (m — m] {y — uz — ft). 

43. Die Gleichungen einer Linie zu rinden, welche 
durch den Punkt a;', y, z' gehl und mit den Axen die 
Winkel a, fd, y einschl iesst. 

Die Prujectionen der Entfernung des Punktes x' , y , z von 
einem veränderlichen Punkte x, y, z dieser Linie auf die Axen 
sind respeclive x — x' , y — y, z — z, und da sie gleich den 
entsprechenden Producten dieser Entfernung in die cosinus der 
von der Linie mit den Axen gebildeten Winkel sind, so erhal- 
len wir 

x—x^y — y^z^z 
cos« cosß cosy ’ 

eine Form der Gleichungen der geraden Linie, die in Ansehung 
ihrer Symmetrie nach x, y, z häulig brauchbar und selbst der 
Form des Art. 4J. vorzuziehen ist, obwohl sie zwei überflü.ssige 
Gunslanlen eiuschliesst. 

Man soll die Gleicliungen der vom Punkte x', y, z 
auf die Ebene 

Ax By Cz D === ^ 

gefüllten Normalen entwickeln. 

Die Bemerkung, dass die Hiclilungscosinus diesej' Linie nach 
Art. 26. den Grössen A, B, C respeclive proportional sind, giebl 
sofort die fraglichen Gleichungen in der Form 
X — x' y — y z — z' 

A—= ß 

Wenn wir umgekehrt die von einer gegebenen Gera- 
den mit den Axen gebildeten Winkel bestiuhnen wollen, 
so bringen wir ihre Gleichung in die Form 
x — x'_y — y z — ^ 

A ~ B ^ c 

und erhallen die Hiclilungscosinus der Linie, indem wir die Grös- 
sen A, B, C respeclive dividieren durch 

Beispiel 1. Welches sind die Hieb t iingscosiu us der Ge- 
raden x = mz -(- «, y — nz -{- 6? 

Wenn wir die (ileichungen in der Form 

X — /I // — h z 
m «I 

schreiben, so sind die Kjchtungscusinus respeclive gleich 
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m ^ ^ 

Ko "f“ ”^) I 0 “I” ™* ^ "*) K(1 "j“ M* "h «*) * 

Beispiel 2. M n ii s o) I li i c H ich I ii ii gsco s i n us vu li 
, I s=s 0 hes l i m ih en. 

/ w 

SiP siml , ’ 1 

l(l> + m*) f(l’-f-m’) 

lldspiii 3. Mnu kiiII die II ich I ii iigscosiii u.s hcsli mm eii ffir 
.-Ix + ßy + C; + /< = 0 , M'x + ß'i/ + C: + />' = 0. 

Hie nach einaiidi'r folgenilen Klimiiialioiien von 1 / und z mul die dann 
vollzogene llednction auf die Form dieses Art. gieht die Kichinngscosinns 
in den Ausdrücken 

/to'—jl^;, CA' — r'.l, .Hl — .4'/! 
n n ’ H 

für ß* = (ßt'' — ß’ß;’ + (C.r — 4 - {Ali' — A'Bf. 

lirispiel i. .Man soll die (■ I c i ch n ng d er d u r ch diegeraden 
sich il II rchscli neiden den Linien 

.T — X 1 / — 1 / : — : X — .V ,v — 1/ z — r 

cos« coafS cosy ‘ cos«* conß' cosy* 

gehenden Khene hcslimnicn 

Da diese Ebene durch den Punkt x'. z gehl und ihre Normale zu 
zweien Linien normal ist, deren Iticlitungseosimis hekannt sind, so ist ihre 
(ileielinng nach Artikel I I. 

(a‘ — x’) (cusßcosy — cosß'cosy) -|- (y — y') (cosycos«’ — cosy'eos«) 
-}- (i — z ) (cos« cos — cos«' cos /S) = 0. 

Hcispiel 5. Man soll die tileichiing der durch die zwei 
parallelen Linien 

X — x' _ y — 1 / _z — z' _ ’J — y " _ 

cos« cotiß cosy ’ cos« cosß cosy 

hestimmten Khene rinden. 

Diese Khene enthält die Verhindungslinic der gegehenen riiukle 
x', y, z \ x", y", z", deren Richtungscosiniis zu den Dill'erenzcn 
x' — x", y — y", 2 ' — z" 

proportional sind; in Folge dessen sind die Ilichlung.scosinus ihrer Nor- 
malen respective proportional den Grössen 
UJ — y ") cos y — (r” — 2 ") cos |S , (i' — z") cos « — {x’ — .t ') cos y, 
{x' — x") cos^ — (y' — y") cos«, 

lind diese Letzteren gehen daher als Cocflicientcn von x, y, z in dir frag- 
liche Gleichung ein; man findet endlich ihr aiisoliilcs Glied, indem inan in 
den so gebildeten Au.sdriick die Suhslilution .x , y, z' für x, y, 2 vollzieht, 
in der Form 

(y'r" — y"z') cos« -(- {z'x" — 2 “x') cosß -|- — ^"'V) cosy. 
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44. Man soll die Kicliliingscusinus der geraden 
Linie finden, welche den von zw ei gegehenen (ieraden 
g e b i I d c l e n Winkel halbiert. 

Nach der Fassung der Aufgabe genügt es, die Üetrachtuiig 
auf Linien einzusthräiiken , welche durch de» Anfangspunkt der 
Coordiiialen gehen. Henken wir dann in beiden gegebenen Ge- 
raden die vom Anfangspunkt gleichweit enifernten Punkte 
X, xj, z'; x", xj", z", 

so ist der Mittelpunkt ihrer geraden Verbindungslinie ein Punkt 
der gesuchten Halbierungslinie und die Gleichnngen derselben .sind 
daher durch 

X XJ I 

X x"~ XJ + y" z + z" 
ausgedrückt, ihre Hichtungscosinus somit proportional zu 

ic' + y rh y"> 

da aber x', xj' , z, x", xj”. z" zu den Hichtungscosinus der gege- 
benen Linien in einerlei Verh.älluiss stellen, so sind die Richtungs- 
cosinus der Halbierungslinie zu 

cos«* -|- Cosa”. cos|3' -f- cos/3”, cosy’ cosy” 
proportional, und man erhfdt ihre Ausdrücke, weint man jede 
dieser Grössen durch die Ouadratwurzcl aus der Summe ihrer 
Quadrate dividiert. 

Die Halbierungslinie des Supplementwinkels der gegehenen 
Geraden wird gefunden, indem man für den Punkt x", xj", z" 
einen im entgegengesetzten Sinne gleichweit vom Anfangspunkt 
entfernten Punkt, d. i. — x". — xj’, — z", substituiert, und ihre 
Richtnngscosinus sind daher den Grössen 

cos a — cos «”, cos /S* — cos ß", cos y' — cos y” 
proportional. Die Quadratwurzeln im Nenner sind offenbar gleich 
j/2 (1 -f- cos dj oder 2cos^d, 2 sin ^ d für d als Winkel der 
beiden Geraden. 

Wir bemerken, dass die Ebenen, welche den Neigungswinkel 
zweier Ebenen halbieren, durch 

(x cos a y cos ^ -f" * y — P) 

= + .(a: cos a'-j- y cos ß’-j- z cos y* — p'j 
dargcstelll werden. (Vergl. Art. .32.) 

45. Man soll den durch die geraden Linien 

Hftlmou, anal. Oaom. «1. Kaooies. 1. it. Anfl. 4 
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z — c 

l m u ’ t 

gebildeten Winkel bcstiiniiien. 

Die Vergicichniig der in den Art. 13. und 43. gewonnenen 
Ergekinsse giebt für diesen Winkel die Formel 

. l( + mm -I- tin 

cos 0 — --—--—- 1 ^-^ ' 


X — n y — b r — c 

m n 


]/(r + »> + «=) y{n + nP + »'=)■ 

Die betraebteten (Geraden sind somit rcebl winklig /n ein- 
ander für ’ 

II mm' iin = 0. 

llcispiet 1. Weldio-s ist der von ilen gernilen Linien 


gebildete Winkel? 


’ fW) F(2) ’ j^x») ■ 

Anlnorl: 30®. 


y, r = 0 


lirispiet 2. Man soll die senkTeebte Knlfernnng eines 
Ponktc.s x", y", z" von der geraden Linie 
•r — x' y ~ V : — 

cos« cusjj coay 

bestini inen. 

W'eiin man von jenem auf diese die Normale füllt und den gegebenen 
Punkt mit dem Punkte x', y', z’ der (leraden verbindet, so ist die L.lnge 
von jener dem Prodnetc aus der Länge L dieser Letzteren in den sinns 
des von beiden gebildeten Winkels gleicb; nun sind die Riebtnngseosinus 
der eben bezciebneten Linie L dureb 

x'—x" y — 1/" z — z" 

/> “ ’ /. ■ ’ ~ L 


dargestcllL und man erhält mittelst der im Art. 1.3. für sin^ 0 gegebenen 
Korincl das Quadrat des gesuchten senkreebten Abstandes 

= [cos ß(z' — z") — cos y (y — y")]’ [cos y (x' — x") — cos a (z' — i”)]* 

-|-[cosc((y' — y") — cosß(x' — a:”)]*- 

Für x" = y" == i" = 0 reduciert sieb dieser Ausdruck auf den 
im ßeispicl des Art. 1.3. gefundenen, aus welchem er auch dureb eine Ver- 
legung des Anfangspunkts auf die einfachste Weise abgeleitet wird. 

Wenn man die Länge ÄT der zweiten Kathete jenes rechtwinkligen 
Dreiecks, aus welchem der Cosinus vorher entnommen ward, als das Product 
von L in den cosinus des nämlichen Winkels ausdrückt, so erhält man für 
sie den Werth 

= cos a (x' — x") -j- cos ß (y — y") cos y {z’ — z") 
und mittelst derselben die Coordinaten des Fuss|innktes der Normale 
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Xn = X K COS «, y» = y + K cos jS, Zn — z K cos y. 

46. Man soll den Winkel lies tim men, «e Ich er von 

der Ebene Ax Jty Cz D — 0 mit der gerailcn 

... X — « y — I) z — c , . , . . , 

l.inie = == ge bildet wird. 

l m n 

Der fraglicbc Winkel ist das Complement desjenigen Winkels, 
welchen die gegebene Gerade und die Normale der Ebene mit 
einander einschliessen, und wir erhalten daher 

g Al -j— Um — j— Cn 

Für 

Al -[- ^"1 ~t“ Cn = 0 

ist die betrachtete Gerade der Ebene parallel, denn sie ist alsdann 
normal zir einer Normalen der Ebene. 

47. Unter welchen iiedingniigcn ist die gerade 
Linie x = mz -{■ a, y = nz b ganz in der Ebene 
Ax By Cz D == 0 enthaltend 

Wenn wir die durch die Gleichungen der Linie für x und y 
gegebenen Werthe in die Gleichung der Ebene substituieren, so 
giebt die nachmalige Auflösung derselben für z 

— _ ^ 

Am-\- litt ^ 6’’ 

und wenn der Zähler und Nenner dieses Ausdrucks gleichzeitig 
identisch verschwinden, so wird der Werth von z unbestimmt und 
die gerade Linie ist vollständig in der Ebene enthalten. Wir 
haben so eben gesehen, dass das Verschwinden des Nenners den 
Parallelisinus der Geraden mit der Ebene anzeigt, während das 
Verschwinden des Zählers anzeigt, dass einer der Punkte der Ge- 
raden, nämlich der Punkt «, ft, 0, in welchem sie die Ebene xy 
schneidet, in der Ebene enthalten ist. 

Wir können in derselben Art die B edingn ng en aufstellen, 
unter welchen eine gerade Linie ganz in einer belie- 
bigen Fläche gelegen ist; wir substituieren wie vorher die 
W'erthe von x und y in die Gleichung der Fläche und vergleichen 
die Coefficienten aller Potenzen von z in der resultierenden 
Gleichung mit Null. Es ist klar, dass die Zahl der daraus her- 

4* 
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vorgelieiiileii lip(lingung«ii um Eins die Ordmmgszalil der Klädie 
übersleigl.*) 

48. Man soll die G leid) n ng einer Elien e best i in inen, 
weirbe durch eine gegebene gerade Linie gelil und zu 
einer gegebenen Ebene normal ist. 

Wir denken die Linie ilurcli die Gleiebmigen 

Jx + litl + f’: + i> = 0. + «V + = 0 

und die Ebene durch 

A"x + is"tj + C'z + //' = 0 

gegeben. Dann ist die Gleiebung jeder dnreli jene Gerade geben- 
den Ebene von der l'onn 

X (Ax +/}>/ + C: -f rj] ,i (A’x -f /!';/ -f C'z + /)') = 0. 
und damit eine solche zu der gegebenen Ebene normal sei, mu.ss 
die Itedingnng 

(XA + uA") A“ -f (Xß + fiß’) ß" + (XC + fiC') (f = 0 
erl'ülll sein. Sie bestimmt das Verbältniss X-.fi und die. gerorderte 
Gleichung ergiebt sieb in der Form 

A -|- // ß -j- (f (f ) [Ax -j- ßy -j- Cz -}- ß] 

= (A.f -f ßß" -I- CC") {A'x+ ß')j+ Ci-f //) 

Eine andere sehr einraclie iiestiminnng ihrer Gleie.Ining bietet 
sieb dar, wenn die Ebene und die gerade Linie dnreli Gleiebnn- 
gen von der Form 

X cos a tj ros ^ -j- r cos y = jr, 

X — x' y — (/ r — z' 
cos«’ eos/J’ eosy 

gegelien sind; denn die gesuebte Ebene entbrdt eine Gerade von 
den Hicbtnngsvvinkeln d, ß\ y und die ^ornlale der Ebene von 


•) Weil die Glcicbtin); einer pernden Linie vier Constanten enthält, 
so kann eine gerade Linie so be.stimmt werden, dass sie irgend vier gege- 
bene liedingungcn crrdlit. Demnacdi muss jede Fläche zweiten Grades 
nnzUlilig viele gerade Linien enthalten, weit nm drei rtcdingnngcn zu er- 
füllen vier Constanten zur Disposition sind. Jede Fläche der dritten 
Ordnung muss eine begrenztoÄnzahl von geraden Linien ent- 
halten, weil die Zahl der Bedingungen, weichen zu genügen ist, mit 
der Zahl der verfügbaren Constanten übereinstimnit. Flächen von höhe- 
ren Ordnungen enthalten nicht mit Nothwendigkeit gerade Linien, son- 
dern müssen, um dies zu thnn, besonderen Bedingungen genügen. 
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(loii Ridilnugsninkeln a, ß, y; nacli Art. 15. sind ilahcr iliu Kicli- 
luiig><coüinus riiicr zu ilir iiuriiialeii (leradcii rcspcctivc propor- 
tional zu 

cos ß' cos y — cos ß cos y, cos y cos a — cos y cos a', 
cos a cos ß — cos a cos ß', 

und weil die Ebene zugleich den Punkt x', z' enllifilt, so ist 
ihre Cileiclimig nidliwcndig 

(x — x') (cos/J cos/ — cosjtJ' cosy) 

-f- (.V — >/) (eosy cos«’ — ros y' cos«) 

-j- (: — z') (cos« cos(l' — cos«’ cos/Jj = 0. 

41t. Mau soll die t'ileicliiing einer Ehe ne hcsliinincu, 
welclie durch ei ne g ege he ue Gerade u ud pa i-al Icl eitier 
zweiten gegeheneu Geraden gehl. 

Wir nehmen zuerst an, die heiden Gerailen .srüeii durch 
£ = 0, A/ = 0; A' = 0, 7' = 0 

gegeben, wo L, M, N, /' die allgcmeiastc GIcichnngsform d<T 
Ebene vertreten. Indem wir dann genau wie iin Art. 35. verfahren, 
erhalten wir die identische Helalion 

-f ß[Ä"BC') — 1‘[AD'C"J= 

in welcher die rechte Seile diejenige Determinante repräsentiert, 
bei deren Verschwinden die vier Ebenen L, M, X, /* sich in einem 
Punkte schneiden, während die Coefficienlen der linken Seile ihre 
Minoren sind. 

Aus dieser Relation ergicht sich, dass die Gleichungen 
L{ÄB"C") — M{Ä'B"'C) = 0, B[Ä"BC) — P{AB'C') = 0 
parallele Ebenen repräsentieren; denn sic unterscheiden sich nur 
durch eine Constante, d. h. sie schneiden sich in der unendlicli 
entfernten Ebene, Diese Ebenen gehen aber der Form ihrer Gleich- 
ungen nach durch je eine der heiden gegebenen geraden Linien. 

Wir nehmen sodann zweitens an, dass die beiden Geraden 
durch die Gleichungen 

X — - x' tj — !/' z — / x—x " y^Jj" 

cos« cosß cosy ’ cos«' cosß' cosy' 
gegeben sind, und bemerken, dass die Richtungscosinus einer 
Normale der gesuchten Ebene^weil eine solche zu jeder der bei- 
den Geraden normal sein muss, die im letzten Artikel gegebenen 

’ 's 
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VVcrlhc haben werden, so dass die Cleichungen der gesuchten 
jtaralleien Ebenen durcli 

(ä: — ar') (cos ß cos / — cos ß' cos y) + (j/ — y') (cos y cos a — cos y' cos o) 
-J- (r — z') (cos acosß'-r- cos a' cos ß) — 0. 

(a; — x") (ros ^ cos y' — cos cos y) -f- (y — y") (cos y cos n' — cos y’ cos «) 
-f- (z — t") (cos« cos — cosn'cos/J) = 0 
aiisgedrürkl werden. 

Die normale Enlferiuing beider Ebenen ist die Diirerci«! zwi- 
schen den vom Anfangspunkt auf sic geralltcn Normalen, und so- 
mit gleich dem Quotienten aus der Diirereuz ihrer absoluten Glie- 
der durch die Quadratwurzel aus der Summe der Quadrate der 
gcmeinschartlichen Coeflicienlen von x, y. z in ihren Gleichungen ; 
diese normale Entfernung ist daher 
(x' — x") (cos jS cos y' — cos ^'cos y) -f-(y’ — y ') (cos y cos a — cos y'cos «) 
-f- (i' — i") (cosKcosjS' — cos«'cos^)| : sin 6. 
wenn wir durch 0 den von beiden geraden Linien gebildeten Win- 
kel bezeichnen, wie im .Art. 14. Es ist olfenbar, dass die so be- 
stimmte normale Entfernung kürzer ist, als jede andere gerade 
Linie, die man von einem Dunkle der einen Ebene nach einem 
Dunkle der andern Ebene ziehen kann. 

50. Man soll die Gleichungen und die Grösse der 
kürzesten Entfernung zwischen zwei sich nicht dnreh- 
sch neiden den Geraden bestimmen. 

Die kürzeste Entfernung zweier Geraden ist eine zu beiden 
normale gerade Linie, welche foigendermassen bestimmt wird: 
Man lege durch jede der beiden geraden Linien nach Art. 48. 
eine Ebene, welche zu den nach Art. 49. bestimmten Ebenen 
normal ist; ihre Durchschniltslinie ist eine Normale der beiden 
parallelen Ebenen und somit auch der beiden gegebenen geraden 
Linien; die Corislruction zeigt, dass sic auch die beiden gegebe- 
nen Geraden schneidet, sie gieht also die gesuchte kürzeste Ent- 
fernung. Ihre Länge ist offenbar die im letzten Artikel bereits 
gegebene. 

Indem wir nach Art. 48. die Gleichung einer Ebene erinil- 
leln, welche durch eine Linie von den Richtungswinkeln «, ß, y 
geht und normal zu einer Ebene ist, deren Richtungscosinus zu 

cos ß' cos y — cos ß cos y, cos y cos « — cos y cos «’, 
cos «' cos ß — cos « cos jJ” 


Die Coordifiatoti der geraden Linie. Art 51. 


55 



proportional sind, erkennen wir, ilass die gesuciile Linie die Ünrcli- 
scbiiillslinie der Ebenen 

(x — . t') (coso' — cosScosa) -j- (y — y ) (cu»ß' — cos5eos/J ) 

-|- (z — z') (cos/ — cosScosy ) == 0, 

(x — x") (cos a — cos 5 cos «') -|- (y — y") (cottß — cos 5 cos ß') 

-|- (r — z") (cosy — cos S cos y') = 0 
ist; ihre Kicblnngscosimis sind den Grössen 

cos ß' cos y — cos ß cos y', cos y' cos « — cos y ros o', 

. cos a' cos ß — cos « cos j3' 
nolhwendig proportional. 

51. Eine gerade Linie iin Itanine ist die Verbindungslinie von 
zwei Punkten y, z oder die Scbnitllinie von zwei Ebenen tj, f; 
ist die gerade Linie yz mit der tjl; identiscb, so gellen gleicb- 
zeilig die vier Gleichungen 

Vi!/t + »12^2 + VaS/a + = 0, 

V, ~t + Vi ~-2 + Va ^3 + V, 'I = 0. 

’Jl + ?2 y-2 + ?3 + ?4 ’Jt = 

fl + ?2 *2 + fa ^3 + fl ^4 “= 0. 

Die snccessive Eliinination von i;,, zwischen den beiden 

ersten Gleichungen dieser Gruppe giebt das System 

i’Ji 'i — Vi n) n-i— iVa 'i — 'Ji '3)'?3 + fyi — = 0, 

— i’Ji ‘2 — ’/i + (^2 *3 —ya ‘2 ) Va + ('Ja ~x~y* *2) 'h = Ö, 

(ya'i — i/i*3)’ii— (^2*3— y3^2)'i2 +(y3^i— yi*3)yi = o> 

— (yi^4— yi*i)’?i~(y2‘4— yi*2)y2— (ys^i— yi*3)y3 =o. 

Dasselbe Syslem, nur mit Ersetzung der ij durch die i giebt die 
successive Elimination der f zwischen den beiden letzten Gleichun- 
gen der obigen Gruppe. 

Eliminirt man dagegen nach einander y.^ y^, y, zwischen 
der ersten und dritten oder der zweiten und vierten der vier 
ursprünglichen Gleichungen, so erhält man das System 

(>;,f.— i7j?,)y2— (%fi— yif3)y3+(yifi— 'iifi)y4=o. 

— (yif2— y2fi)yi +('.'2f3— ^fz'ya+tyifi— ’i4f2)yi=<^* 

fefi— yif3)yi-(y2f3— »i3f2)y2 +(»i3f4— ^if3)yi=o> 

(yifi y|fi)yi y4f2)y2 (’h^a V4^a)ya 

und ein ihm gleiches mit Ersetzung der y durch die z aus der 
Elimination der z zwischen der zweiten und vierten von jenen 
Gleichungen. 
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Mit (len ALkürzmigen 

Pik = tji !/k I. l ^ik = Vt >k — Vk ?• 

sclireilien wir diese Systeme, «ie folgt — die mit den f und i 
statt der ij und ij gescliriehcnen lassen wir wog — 

— PnVi +/'-3'1:i + A».|’Ü=*^. — + 

/'ai'/l — /'va’ij = +''34.V4=^ 

— i’uVi Pn'h P.it’h =ü; ^ii^i ==•) 

Eliminiert man zwisrlien den Gleichungen der ersten Grupjie in 
>1 und in f die /j,t siiccessive oder zwischen den Gleichungen der 
zweiten Gruppe in y und in z die so ei'hält man stets je 
eine der in folgender Kette vereinigten Proportionalitäten 

2) Pij • P-J3 ■ l>3\ • Pu ■- /’ji ■ P3i — *^31 1 ^11 1 Jtji '■ ’t23 : JT^I 5Ijj; 

z. II. durrh die Elimination von zwischen den heiden Eorinen 
der ersten Gleichung links 

Pii “f* f'ii oder pji : pj, = rtj, ; 

Diese Proportionalität der p,t und jr,„, wird auch nicht ge- 
stört, wenn die zur Destimmung der Geraden benutzten Punkte 
in ihrer lleihe verlegt oder wenn die zur Uestiminung derselben 
benutzten Ebenen in ihrem Bfisrhel gedreht werden; denn eine 
solche Veränderung wird nach Art. 39,2. durch die Substitution von 

»"lyi + "4*i- "hUi + "jG f'ir ’Ji iitid 

und respeetive von 

PiVi + P2>li + t'jf. rhr 'U ‘""1 ?. 
ansgedrückt nnd matt erhält somit 

P.t = (>”|Pi + «l^i) («jy* + ’h'k) — {"'iVk + ”l2*) {"»zyt + ”2*(> 

= (’"i«2 •“ ”'2"i) (yt'z “■ y**«)! 
ebenso auch 

= (Pl »'2 — P2*'l) iVitk — Z/ifi): 

d. h. die pa und nn ändern sich nur durch iliuzutreten eines 
constanteii der Snbstitutiousdetcrminanle gleichet) rartors oder 
ihre Verhältnisse ändern sich nicht. 

Eliminiert man aber zwischen den vier Gleichuitgen des ersten 
Systems 1) die »/ nnd zwischen denen des zweiten die y, so er- 
hält man als zwischen den pn^ respeetive na, bestehende Relationen 
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Deniiitioii = tj^Zi — yr ii . tl- l‘- nat li Al l. 39,2 ilir r.ocriiiieiiU'ii 
in den Gleichungen der Ebenen d. i. die (^ourdinalen der Ebenen, 
welche die Gerade yz niit den Fundamentalpunklen 
verbinden, insbesondere /r,,, p.,-^ die CoefficieDten in der 
Gleichung der Ebene A^ y f, wir dürfen sagen, die pi* seien die 
Coordinalen iler Ebenen, welche die Gerade yz aus den Funda- 
inentalpunktcn projicieren. 


Dagegen sind die Grössen = — jjif,- die Coefflcien- 

ten in den Gleichungen, also die Coordinalen der Punkle, in 
welchen die Gerade yz die Fiindanientalebene A, schneiden, oder 
die Coordinalen ihrer Dtirchslo.sspunkle in den Fnndainenlal- 
ebenen. Man siehl leicht, wie in dieser gconielrisrhen Bedctilung 
die l'roporlionaliläl 2 ) der pij unil ztn begrnndel isl und sodann 
nniniltelhar, dass durch dieselbe auch die. Dnveränderlichkeit 
ilieser Verhältnisse heim Uebcrgang von y tind z zu m^y-\-n^z, 
mji/ -f- n.,z oder von r\,t zu + fjf nuthwendig 

bedingl isl; enillich aber auch die geonielrisrhc Nolhwendigkeil 
der Kelalionen 3). In der Thal folgl jene Proportionalität aus 
ileni Llinstamle, dass diu Schniltlinien der projicierenden Ebenen 
der Geraden mit den Fuudanientalebencn nothwcndig die Durch- 
stosspunkle St derselben eiilhalten müssen. Die Fig. 8 macht 
tliess anschaulich, indem sie für die projicierenden Ebenen ihre 
Schnittlinien mit den Fundamentaicbenen zeigt, z. B. für die 
projicierentlen Ebenen aus A.^. .•/, von der Geraden mit den Diirch- 
slossptinkten 1, 2, 3,4 in den Ebenen A,, Aj, A,, A, die Schnilt- 
linien mit diesen vier Ebenen A, 2, T/jj’TT, 3; A.^ 3 /7, A,^ 4; und 

A^ l An 2, A^ 3, 77 , 3 ^ 4 n^f'. ^ach dem Vorigem sind die 
Gleichungen der projicierenden Ebenen s,. Sj. ff.,, er, respeclive 

=0. — Ps,^, -f 4- PM^i = 0 , 
— P\ I^J + Pir-r4 =0, — — p, jX, = 0; 

die Substitution der Coordinatengruppen der Durchstosspunkte .S,-, 
nämlich für S, : 0, — re,,, jr,,; für S., ; — jt.,,, 0, jr,^, 513 , ; 

für S 3 ; n.J^, — zi^, 0 , jt,j und für S^ : — Ttj,, — jt,,, — 7 t,j, 0 
in diese beiden Gleichungen giebt die vier Gruppen 


“f" Pz\’^i\ H" Pz^’^n — 

~ Pz\^\% + Pri^M — 0 . 

4 " 0 , 
4 Pzi^ij ~ 


— Pit^zt + Pzi”z^ = 

+ Pii’^it 4" Pzt’^zi = 

P;,|5r.,| -|- p■^^zt^^ — 0 , 
P'i\^Zi ~ 


Digiiized by Google 


Die Coordinateii der geraden Linie. Art. 51. 


50 


~t" 

— Pn^M + P\i^i\ = 0 . 
+ /’u’‘h + Pvi^vi = 0- 
— Pii^r^ + P\(^M = 0 : 
Die zwölf zweiglieririgpii i 
Kette der Proportionalitäten 2) 
auf Grund der letzteren aus d 


- P3i®3i + Pxi’^n = 

P'i-i^:\\ P\i’'\i 

— Pz^’^n + P3t*14 = 
Pz.l^JS "t“ P3l’*:il ~l“ P|2^I5 “ 
iter denselben geben aber die 
und es entspringen überdiess 
n vier dreigliedrigen die Rela- 


Fig. 9. 


TSm 



tioneii 3), wenn man in ihnen entweder die ptj durch die 7tt, oder 
die TCg durch die pu ersetzt, die ihnen proportional sind. Zu- 
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gleich .sind die KeluUoiicn 3 J in ihrer Deteriiiiiiaiileururm wegen 
derselben l*roportionalitäl die Bedingungen, welche erfüllt sein 
müssen, damit die vier Kbencn St durch dieselbe Gerade gehen, 
res[»ectivc die vier Punkte S,- in derselben Geraden liegen. Sie 
sind also ebenso nothwendig als hinreichend. 

Hie Grössen pn. jt,* können nach den gewonnenen Krgeb- 
nissen als die sechs Coordinaten der Geraden im Baume bezeich- 
net werden; denn ihre Verhältnisse bcsiimmen dieselbe mittelst 
ihrer projirierenden Ebenen aus den Fundamenlaipunkten oder 
ihrer Ihirchstnsspiinklc mit den Fundamentalebenen, dieselben 
sind von der Wahl der Besliinmungspunkte in der Geraden oder 
den Besliinniungsebenen durch dieselbe unabhängig und kommen 
auf vier unabhängige Veränderliche zurück, entsprechend den 
vier Bedingungen, welche eine Gerade erfüllen kann. Ihre Ver- 
wendung zur geometrischen Conslrnrtion zeigt Fig. 9 , in welcher 
vf, , '^4 Fundamenlalpimktc und E-..V E,3 d ie 

Kinheitehenen bezeichnen für die Gerade von den (Koordinaten 
Pi 2 = 3 , p^.^ = 9 , /> 3 | == 6, />! j ■= 9 , />24 == 8, p .(3 = 1 1 , 

welche die Belalion . 3 ) erfüllen. Für die projicierende Ebene aus 
y<2 ist S, = — 11 , $3 = — 9 , ^4 = 6 lind somit 

- ^ = (.<4 A, E,4 - I = A, E 34 773,’) ; 

und für die projicierende Ebene 3115^74 ebenso |, = 9 , |j= — G, 
I3 = 3 , also 3 = {A^A^E^^Tly,*), — 2 = {A-fA^E.^in.^^*). Bar- 
narh sind in der Fig. 9 die Punkte 77,4’, Tl.^; 77 , 3^, T?,,* con- 
slriiierl und so die beiden projicierenden Ebenen Sj, und die 
Gerade 1234 ermittelt. Man zog z. B. ^,.74' parallel ^jE,, 

und trug auf die Parallele zu A^A^ durch A^ das — ^ fache 


von A^' Aj auf, um in der Verbindungsgeraden des erhaltenen 
Endpunktes mit A2 den Punkt zu finden. 

Setzt inan in Carlesischen Coordinaten 
2/4 = *4 = X . = Z ^ = x"; yj = y , = y'': 2(3= ‘3=*”' 
so erhält man 


Pu = a:V" — xV. P 23 = y'z" — y'z, Pii = zx” — 

Pu — ^ ^ ’ P34 ~ p y . P34 = * 

und die Relation zwischen den sechs Coordinaten lautet 



(xV' — x'y) [z — z") -j- (y'z" — y'z) (x — x") 

-f (r V' — z"x) [y — y") =■ 0. 
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Die Cleicliuugen für die projerUvisrliv Transformation der 
Coordinaten pa sind für die als Coefficienlen der allgemeinen 
linearen Substitution mit vier Variabein im Art. 40 in der Form 
enthalten (i, A = 1, 2, 3, 4) 

Ihre Coefficienten sind die Coordinalen der Kan- 
ten des alten Fundamcntaltetraeders in Bezug auf das 
neue; die der trausponierlen Subslilntion die Coordinaten des 
neuen in Bezug auf das alle.^) 

Beispiel. Wenn man als das Moment zweier Ceraden das I’roducl 
ihrc.s kürzesten Abstandes in den Sinus ihres Neigungswinkels bezeichnet, 
so ist für Pi,! und /r„/als ihre Coorilinaten dasselbe"’) 

= + PuPii + PnPsx + PuPiI + PnPn' + PstPn- 

Wir denken in der Geraden eine Strecke von der Länge r und dem 
Anfangs|iunkl x, y, z, in yy,.,' eine Strecke r mit dem Anfangs|iunkt x', 
y\ z und bezeicbiien die Winkel, welche diese Geraden mit den A\en 
solcher Cartesiseben Coordinaten biblen, durch ß, y; a, /T, y respec- 
live, so dass die Coordinaten der Cnilpunkte jener Strecken x -|- r cos a, 
y r cos ß, z r cos y; x' -|- / cos a, etc. sind und sh h ergiebl, 
— mit L'nterdrückung des Factors r — 

p.,i = z (zosß — .i/cosy, y>3,=xcosy — tcosrz, y),.^=t/cos« — xeos/i, 
/y,, = coso, p.j^ = cosß, /y^j=cosy; z'cos^'— i/cosy, etc. 

Nun ist iler Inhalt des von den vier betrachteten Punkten als Ecken 
bestimmten Tetraeders einerseits = ^ rr mal den Sinus des Winkels 
unserer Geraden und den kürzesten Ai>stand derselben oder ihr Moment, 
iinil andrerseits nach den Coordinaten der Ecken 


= h 


X , y . 2,1 

X + r cos a , y r cos ß , .z -f- r cos y , l 

, y , z , \ 

x' r cos a, y r cos ß!, z' -f- r cos y', 1 


— - J rr 


X , y . 2.1 

cos a , cos ß , cos y , 0 
X , y , 2,1 

cos a, cos ß", cos y, 0 


= i (/'23Pl4'+ /'ai/'zt'H- Pl4Pz3'+Pz4/’3l' + /'3lPl2'J: 

was den Satz beweist. 

Darnach erscheinen die Coordinaten eines Strahls als constante Viel- 
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fache seiner Mnmente in Bezug auf ilie sechs Kanten des Fiindaniental- 
Iclraeders. 

52. Zwei gerade I.iiiieii p^, p,t ilurchsdineideii einander, 
wenn ihre Cnordinaten der ftedingnng genügen 

P\iPu + PnP\i + PMPii + PuPn + + PuPn = 

welche nichts anderes ist als die mit Hilfe der Ahknrznngen 

Pih = J/.i* — VkZi, Pit — y! zt — yi z’ 
ansgedrückle Kntwirkelung der Uedingung 


1 . y-i . Jt.i . 'Jt 


•1 • 1 -I ) *4 I _ Q 

L'/i'- .v-z'. yi, yi ' 

; ^1 . . *3 > *4 

unter welchen die heiden Paare der sie hestiminenden Punkte 
in einer Ehene liegen. (Vergl. voriges lieispiel.] Sie ist auch 


in der Form n,V — - =ü ansdrnrkhar. Wenn für jede Kante 

ap.t 

Ai Ah des Fundainentaltetraeders alle Coordinateii bis auf ja,* 
verschwinden, so sagt diess aus, dass dieselbe alle Tetraeder* 
kanten, die gegenüber liegende allein ausgenommen, durchschncidet. 

Bezeirhnen wir durch xt die Cnordinaten des Schnittpunktes 
von zwei geraden Linien, so drücken die Gruppen von Gleichungen 

Pst^i Pii Pi\ ^3”l “ Pn 

P34^l +/'14^3 + P3I^4=<^> —Pm^\ +/'ii'a:3-f;>3i'ar^ = 0. 

Pj4^i— Pi4^2 +P|J*I=0. Pii^s—Pn^^z +Pnzc^=0. 

— /),2tr3 =0, —p.^^Xy— p^^x.^—p^^'x^ =0 

aus, dass die projicierenden Ebenen der ersten sowohl als der 
zweiten Geraden ihn enthalten. Die Vergleichung der entsprechen- 
den Gleichungen beider Gruppen giebt die Verhältnisse 


X, : Xj : Xj ; Xj = 

P\ ■ {PtiPn—PiiPn)- ^PizPM~P2^Pisty-iPnPi\—P!iPi\) 

(Pt\P\\—Pz\Pu)- Pz '■ iP3\PM-PMPitV-iPMP\t—P.it'P\>) 

iPizP\t—P\iJh\)' {Pizi'zi'— PijPii): Pz ^ ’iPuPil—PiiPn) 

(PaiPiZ P.llPlj)' fPtiPn P\2P2t)- (f'2,lP3l ~P23/’3l)- A • 

und durch Vergleichung derselben bestimmt man endlich die 
Grössen Py, P^, P,‘ Pi wie folgt: 

^1 ~ Pu Pj'.i "t“ Pzt Pu Pii Pii' P-i Pzz Pu ”1“ Pii /’ai ~t~ Pij Pan 
Ps = Pj.i'Pii + Pu Pu + P34P1J» Pi = Pii'Pij+Pn'Pji+PsiPir 
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Dasselbe System von Grössen rerlits giebt iiacli Vcrtauscliung 
der Zeilen mit den Reiben die Verbällnisse : |j : für die 

Coordinaten der Gbene, welrlie die beiden sieb schneidenden 
Geraden bestimmen. 

53. Wir können dann mit <ler Gleicliung ft = 0, welcher 
die Coordinaten einer geraden Linie stet.s genügen, eine in den 
sechs Coordinaten homogene Gleichung, zwei oder drei oder 
endlich vier solche Gleichungen verbinden und dadurch ver- 
schiedene Gesammtheiten von geraden Linien ausdrücken, 
welche den bezüglichen Gruppen entsprechen.") 

Wir erhalten 1) mit einer homogenen Gleichung n*'" Grades 

=0 ein dreifach unendliches System von Geraden, .das wir 
als einen Strahlencomplex n‘'" Grades bezeichnen. Das System 
aller Strahlen, welche eine gegebene gerade oder krumme Linie 
schneiden, das System aller der Geraden, welche eine gegebene 
Oberfläche berühren, sind specielle Formen davon. Den Grund- 
charakter des allgemeinen Complexes erläutern wir durch rolgcnde 
Geberlegungen. Wenn in der Gleichung /■(") = 0 der eine, der 
Bcstinimungspunkte jedes Strahls z. B. zi als fest gedacht wird, 
so verwandelt sich dieselbe in die Gleichung einer Fläche 
Ordnung, deren Punkte sämmtlich auf Geraden aus z,- liegen, 
d. h. sie repräsentiert eine Kegelfläche Ordnung. Ersetzen 
wir aber in — 0 die p^) durch die ihnen proportionalen 
und denken sodann eine der Beslimmungsebenen des variabelu 
Strahles z. B. als unveränderlich, so verwandelt sich die 
Gleichung in die Gleichung einer Fläche n'" Classe, deren Ebenen 
sämmtlich durch Gerade auf gehen, d. h. sie repräsentiert 
eine ebene Curve «'"■ Classe. Ini Complex Grades bil- 
den also die Strahlen aus einem Punkte einen Kegel 
n'" Ordnung und die in einer Ebene liegenden eine 
Curve «'"■ Classe. Rücksichllich der vorerwähnten Specialfälle 
übersieht man sofort, dass die Strahlen, welche- eine Curve n‘''^ 
Ordnung schneiden, die erstere Eigenschaft in allgemeiner Form, 
die letztere aber in der speciellen Form besitzen, dass die Curve 

Classe in n Punkte degeneriert. 

Wenn wir sodann den festen Punkt der ersten Betrachtung . 
einen Strahl durchlaufen oder die feste Ebene der zweiten sich 
um einen Strahl drehen lassen, so hat der Strahl dort mit dem 
veränderlichen Kegel in jeder Lage des Punktes eine bestimmte 
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Tangenlialelicne und hior mit der veränderlichon Ciirve in jeder 
Lage der Lljeiie einen besliimnten Berührungspunkt gemein. 
Und es ist eine unmittelhare F<dge der algehraischen Ahiiängig- 
keit dieser Ehenen und Blinkte von einander, dass sie zwei 
jirojertivisclie (icliilde liesclire i lien, ein Hüscliel von 
Ehenen durch den Strahl und eine zn ihm projectivische 
I’nnktreihe auf demselhen. (Vergl. „Kegelsclinitte“ Art. 2119.) 
Im Falle des Strahleneoinplexes der Tangenten einer Fläche fallen 
alle l'nnkte der vurhetrachteten Iteihe in dein Iternhrungspnnkt 
des Strahles mit der Fläche zusammen. 

Wir erhalten 2) mit zwei homogenen Gleichnngen n''“ respec- 
tive m'"‘ Grades /"<"• = 0, /■•"'> =«■ 0 zwischen den Goordinalen 
//a ein zveifach unendliches System von geraden Linien, welche 
beiden den Gleichungen einzeln entsprechenden Complexcn vom 
ii"'" respective w''"" Grade zugleich angehören ; wir sagen ein 
Strahlcnsystein oder eine Gongruenz. Durch jeden Punkt 
i m Raume gehen mn Strahlen einer solchen Gongruenz, 
die gemeinsamen Erzeugenden der heiden diesem Punkte ent- 
sprechenden Kegel, und in jeder Ebene liegen ebenso vieie 
Strahlen derselben, die gemeinscbaftlichen Tangenten der 
Gurven beider Goinplexe in dieser Ebene. Nach dem Vorigen wird 
in jedem Strahle der Gongruenz zu dem Büschel der sich um 
denselben drehenden Ebene eine ihm projectivische Reihe durch 
den ersten und eine andere durch den zweiten Complex bestimmt, 
so dass also diese Reihen zu einander projeclivisch sind und als in 
demselben Strahl liegend zwei Doppelpunkte haben, denen zwei 
bestimmte Ebenen des Büschels entsprechen. Diese Punkte und 
Ebenen bestimmen sich oO’enbar durch die dem betrachteten 
Strahl unendlich nahe benachbarten Strahlen der Gongruenz, 
welche ihn schneiden. Sie sind die Berührungspunkte und zu- 
geliörigen Tangentialebenen mit einer algebraischen Fläche, als 
deren Doppeltangenten die Strahlen der Gongruenz erscheinen. 
Jedoch kann diese Fläche in zwei zei lallen oder degenerieren, 
so dass man folgende Fälle erhält, von denen der erste der all- 
gemeine ist. Die Strahlen einer Gongruenz sind entweder 

a) die Doppeltangenten einer Fläche, oder 

b) die doppeltschneidenden Geraden einer Gnrve, oder 

c) die gemeinsamen Tangenten von zwei Flächen, oder 



Complcj, Congrncnz und Kogulns. Art. 53. C.*! 

d) die Tangenten einer Flfirhe aus (len i’iiiiktfn einer Curve, oder 

e) die gemeinscliartliclien Transversalen von zwei Curven. 

Die Normalen einer überilädie bilden ein Strabicnsystem 
oder eine Fongruenz; jede von ibnen berülirl wie wir sehen 
werden in zwei Piinklen, den Hanptkrüinninngscenlren, eine Fläche, 
die Fläche der KrümnuingsmiUelpnnkle. (Vergl. Art. 207, und 
den Scblussabschnill von Kap. VIII über die Krümmung der 
Flächen zweiten (Irades.) 

3) Drei homogene Gleichungen zwischen den pn von den 
respectiven Graden n, m, l, also /■<"! = 0, /'("'l = 0, /'<')=: 0 be- 
stimmen eine einfach unendliche Schaar von Geraden, die eine 
geradlinige oder Regellläche bilden und die man als einen II eg ul ns 
bezeichnen kann. Im Allgemeinen werden zwei unendlich nahe 
benachbarte unter ihnen sich nicht schneiden. Nicht durch jeden 
Punkt des Hauincs gehen und nicht in jeder Ebene desselben 
liegen Strahlen des Systems. Wenn wir mit den Gleichungen 
R = 0, /■<"• = 0, = 0, /■('• = 0 die Gleichung einer belie- 

bigen Geraden P 12 P 31 ’ + • • + PnPri -(-•■= 0 combinieren, 
so erhallen wir nach den Hegeln' der Algebra 'ilmn gemeinsame 
AuflOsnngen dieser Gleichungen und damit ebenso vieie Gerade 
der Regelfläche, welche die angenommene .schneiden. Diese Zahl 
ist die Ordnung des Regulus — wie wir sehen werden zugleich 
die Glasse und Ordnung der Regelfläche. 

Wenn wir im Falle 2) mit den Gleichungen Ä — 0, /■<'•* = 0, 
/■(>") = Ü die Gleichungen von zwei beiiebigen Geraden combi- 
nieren, so erhalten wir die Zahl von .Strahlen in der Congruenz, 
welche zwei Gerade schneiden. Der F'all, wo die angenommenen 
Geraden sich schneiden, lehrt, dass diese Zahl sich zusammen- 
selzt aus der der Strahlen durch einen l‘unkl d. i. der Ordnung, und 
der Zahl der Strahlen in einer Ebene d. i. der Glasse der Congruenz ; 
sie kann als Ordnungsklasse der Congruenz bezeichnet werden. 

I'ii Falle des ('.omplexes können wir diu Zahl seiner Strahlen, 
welche drei gegebene Gerade trcITen, als die Ordnung desselben 
bezeichnen. 

Es tritt zu diesen Untersuchungen als allgemeiner Fall hinzu, 
wenn 4) vier homogene Gleichun'gen /■•"> = 0, = 0, /■<'* = 0, 

/■it) = 0 von den Graden n, m, l, k respective eine Anzahl 
2klmn voti Strahlen he.stimmcn, die allen die.sen Complexcn ge- 
meinsam sind. 

Salmon, aual. (leoni. d. Raumdt» I. 2. AuR. 5 
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lieispiel. Wir wollen alles das an der hoinugeiien Gleichung ersten 
Grades noch erlSutern. Die Uediugungsgleichung des vorigen Art. für das 
Schneiden mit einer Geraden gieht den speciellcn linearen Couiplex, den 
alie Transversalen einer Geraden iiilden und wir iiahen in ihr die tiicichuug 
für den allgemeinen linearen Goni|)lcx /■tD = 0, sobald wir liic als völlig 
willkürliche nicht durch A— Overhumlene Gunstante betrachten. Im linearen 
Guin|iiex liegen alle Strahlen durch einen l'uiikt in einer Eiieue und aile 
Strahlen in einer Ebene geiien durch einen i'unkt ; iiezeichnet man diesen 
l’unkt und diese Ebene als l‘ol und l*olarchene, so liegt der Dol in der 
l’olarehcne und wir haben die Reciiirocität des Nuiisystems; die sich seihst 
conjugierten Strahlen desselben (vergl. Art. 40., ö) bilden den linearen 
Goniplex. Cs ist leiciit, die Entwickelungen der angeführten Stelle in 
Strahlencourdinaten zu wiederliolcn. Nach den fünf unahliängigen Gun- 
slaiiteu der homogenen linearen Gleichung zwischen den p,k wird der 
lineare Gomplex durch fünf seiner Stralden bestimmt. 

Aus dem Dei.s|i. des Art. 61. folgt, dass das Itesultat der Substitution 
der Cuurdinaten einer Geraden in die Gleichung eines linearen Complexes 
dem Momente der Geraden in Bezug auf die ilir conjngierte Gerade in 
demselben proportional ist. Die Einfülirung linearer Kunctioneu der Strali- 
leucourdinaten au Stelle denselben (vergl. Art. 273) kommt also darauf 
hinaus, dass als die Bestiinmnngsstücke der Geraden die mit Gonstanten 
inultiplicierten Momente dersellicn in Bezug auf ihre conjugierten Geraden 
in sechs gegebenen linearen Gumplcxen genommen werden. 

Siinl /'Ol = 0, /^D» = 0 die Gleichungen zweier linearer Comple.xe, 
so kann in der Gleicliung /’<*) -)- = 0 der l’arameter 1 zweifach so 

bestimmt werden, dass alle durch sic dargcstellte Stralden je eine feste 
Gerade seijneiden; die Gongrucnz zweier linearer Cumplcxe, d.is Strahlen- 
System erster Urdnung und Classc, ist daher als die Ge.sanmitheit der 
Geraden aufzufassen, welche zwei feste Gerade schneiden, oder als das 
System der sich selbst entsprechenden Geraden eines gescliaart involutori- 
scheu Systems. (.\rt. 40., 3.) 

Drei lineare Gomplexe haben eine Begclllächc zweiten Grades, näm- 
lich die eine Schaar ihrer Erzeugenden gemein. Vier linear e C.omplexe 
liestimmcn zwei gerade Linien, die ilinen gemeinsam sind. Die Anfsucliung 
der gemeinsamen Transversalen von vier Geraden /r/z**), 

/r.zOl ist ein Beispiid dafür. Die Aufgaire liefert die vier Bedingungsgleicli- 
ungeu — Gleicliungcn specieller linearer Gomplexe — 

/'iz"'’ I + + /'3)''Vz I + 1‘'’ Pn + /'zr“’ Pi i + /'s i“Vi z = 0 

(f = 1. 2, 3, 4); 

drücken wir mit Hilfe derselben die Coordinaten p^^, p^.^, p.^^, in 
Function der beiden letzten p^^, p^ aus, so erhalten wir durch Substitu- 
tion dieser Ausdrücke in die Gleichung R = 0 eine quadratisclie Gleich- 
ung zitr Bestimmung iles Verhältnisses p.,^ : p.^^ und ans dieser zwuü 
Wurzeln, von denen jede eine einfache Iteihc von Werlhen der pn be- 
stimmt, die den Bedingungen genügen.''') 

Wenn die erörterte Bestimmung auf nicht reelle Wurzeln führt, so 
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bezeichnet man die beiden Geraden der Lösung als eonjngicrt imagi- 
näre Gerade im Kaum, Setzt man unter rortwSbrender Erfüllung der 
Rediiigiing R = 0 für p,t die Summe p,^' -(3 //),*'’. so sind diess die Co- 
ordinalen solcher nicht reellen Geraden; sie uenlcn von allen den Ge- 
raden geschnitten, deren Gourdinateu den beider Trennung des reellen und 
des imaginöreu Theils in der Snbslitutiunsgleichung entstehenden Ke- 
dingungen 

Piz’Pai + • ■ + P\t'p<3 + ■ ■ ■= 0> Pn'Pjt + • ■ + Pu'Pn + • • 
genügen. Vier heiiebige bestimmen aber diese Gleichungen und damit 
jene Geraden als ihre gemeinsamen Transversalen. 

Wenn für einen linearen Gomplcx fünf Gerade gegeben sind, su 
liefert jeile Gruppe von vieren unter ihnen zwei zugcordiiele Polaren 
desselben in ihren gemeinsamen Transversalen, und alle die Strahlen, 
welche dieselben schneiden, gehören dem Gomplcx an. Die Polarebenc 
eines Punktes w ird durch die von ihm ausgehenden Transversalen zu zwei 
Paaren solcher conjugierlen Polaren bestimmt, der Pol einer Ebene durch 
die in ihr liegenden Transversalen zu zwei sulchen Paaren. 

54. V\'ir scliliesseii dem Inhalte tier vorigen Kapitel einige 
Kigensclial'ten des Tetraeders ati, welche, obwohl nicht 
durch die Methode der Coordinaten gerniiden, uns doch von Nutzen 
und der Anrühning wcrlh scheinen. 

Man soll die Relation angehen, welche die Längen 
der sechs geraden Linien verbind et, die zwischeti vier 
Punkten einer Ebene gezogen wertlen können. 

Wir nennen «, b, c die Seiten iles Dreiecks ABC und tl, e, f 
die geraden Linien BA, DB, UC, welche seine Ecken mit dem 
vierten Punkte D verhindert. Wenn wir dann die von den Seiten 
u, b, c am Punkte D bestimmten Winkel durch «, ß, y bezeich- 
nen. so ist cos« = cos (|i + y). also 

cos''*« -[- cos^ß -J- cos*y — 2 cos« cosß cosy = 1, 


eitle rCir alle möglichen Lagen von D in der Ebene ABC gültige 
Relation. Man hat aber 


gZ -|_ fi — „z 

cos K == - : , cos ß 

2ef 


cos y 


/•* + (C- 

iP + 

2 de 


und erhält durch Substitution dieser Werthe und Rediictiou die 
verlangte Relation in dem Ausdrucke 

„z (,^z_gZ) (r/-— n -f {«• — /•■■) (e- — d’) 

-(- (p — d^) — e’) -|- nV (n* — b- — c’) 

-|- frZ,.Z (J/t — gZ „Zj gZ^Z ^j.2 ^ yZ _|_ (^Z jZ^.Z Q 

5* 
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55. Man soll das Volumen eines Tetraeders als eine 
Function der Längen seiner sechs Kanten darstellcii. 

Wir bezeichnen die Seiten einer seiner Flächen AÜC durch 
a, li, c und <lie entsprechende Höhe, d. h. die auf dieselbe von 
der gegenüberliegenden Ecke gelallte Normale durch p, so wie 
die Abstände des Fusspnnkls derselben von den Ecken A, B, C, 
durch d, e, f' respeclive. Dann besteht zwischen a, h, c, d , e f 
die Itelation des lelzlen Artikels und die Kanten d, e, f des Te- 
traeders, welche von jener vierten Ecke nach A, B, C gehen, 
sind durch d’ = d'* -}■ P^’ P = f ausge- 

drückt, so dass 

d'^ — e* = d"* — P, e* — p P — f ‘‘, — d^ = p — dP 

sind. Wenn man also den Werth der linken Seite der Gleichung 
des letzten Artikels durch F bezeichnet, so erhält man durch 
diese Substitutionen die neue Gleichung 

— F = p‘‘ (2a2i’ -f 2b^c‘ + — a* — b* — c *) , 

in welcher der mit p multiplicierte Ausdrnck das sechszchnrachc 
des Quadrats von der Fläche des Dreiecks ABC darstclit. W'enn 
wir bemerken, dass das pfache dieser Fläche das dreifache Vo- 
lumen des Tetraeders giebt, so erhält man die Relation 
— /* = — 144 V\ 
welche der Forderung entspricht. 

Man kann zn derselben auch gelangen, indem man von dem 
Determinantcnausdruck des Art. M ausgeht und erhält sie dann 
seihst in Form einer Determinante. 

Man hat nach Art. 34 unil nach bekannten Determinanten- 
gesetzen 


1, 0, 0, 0, 0| 

1 

0 

c 

c 

0 , 1 , X,, y,, 2, ’ 


1, 0, a'|, yj, ! 

0, 1, x .^. y,, 22 

= — 

1, 0, ^2, 2*2 1 

^5 1" ^^ 3 , y ^, 23^ 


1, 0, ar^, »/g, 

<>5 1. X4, y4, 24 ^ 


1 , 0 , a*4 , 


also durch Multiplication beider Werthe 
— 36f« = 

i 0, 1 , 1 , 1 , 1 

l,a:,X2-fy,y2+z,Zj, a-./ + y./+ x^arj+yjyTfzjZj, X2a:4+y2y4-f ; 

J.a:,a:j-fy,y34-2,i3, y.^yj-f Zjij, a-j“ -f yj*-f 3:3X4 -fyay^-f 23X4 

l>®|a:4+yiy4+^l*4- ^2^4+V2i'4 + ^2N. a-3X4+y3y4-f-23Z4, X4’ -f y4^-4- 24^ 


Dl 
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ändern wir nun in dieser nelcriiiinante die Vorzeichen der lelzlen 
vier Horizontalen und die der ersten Verticnle, mulliplirieren dann 
jene und dividieren diese durch 2, so ist dieselbe mit 2^ niulti- 
pliciert; die Addition der mit -f" ^i^)i (^ 2 * “t" J/j'* + *i’)i 

(x,* -{“ i/a’ + (^ 4 ^+ 74 *+ respecüve multiplieierten ersten 

zu den vier letzten ilorizontalreihen und die analoge Addition der 
mit denselben Factoren multiplieierten ersten zu den vier letzten 
Vertiealreihen ändert sodann den Werth der lleterniinantc nicht, 
giebt aber ihren Hauplelenicnlen den Wertli iNuii und verwandelt 
die übrigen Elemente in die Ausdrücke der Längen der Kanten 
durch ihre Loordinaten. Man erhält nach den vorigen Uczeich- 
nungen 


288 F* 


/>, 1 , 1 , 1 , 1 
1 , 0 , 

1, a’. 0, (P, ■, 

h\ ,p, 0 , r\ 
jl, c’. f\ Oj 


den vorigen Ausdruck, und hat damit auch den analytischen 
Beweis der Formel des vorigen Artikels gefunden; denn 
für F = 0, d. h. die Lage der vier Punkte in einer Ebene, geht 
sie daraus hervor. 

Dieser Ausdruck kann als specieller Fall eines allgcniciiieren 
erhalten werden, nach dem das Product der Volumina F, F” 
zweier Tetraeder durch die Relation 



1 4 

1 , 

1 , 

1 

1, 



^13^» 

®I4 

288FF'=- 

1 


^22 > 

P 2 
^2.3 7 

«24 



fi 

^31 ; 

p 2 

^32 > 

g 2 

M3 7 

®3l‘ 


1, 

ft 2 

Ml 9 

e ^ 
M2 } 

P 2 
M3 7 

^4t' 


bestimmt wird, in welcher die die geradlinigen Entfernungen 
der Ecken jF,, Ej des ersten und zweiten Tetraeders bezeichnen. 

.5fi. Man soll die Relation angeben, welche die 
sechs Bogen grösster Kreise zwischen vier Punkten 
einer Kugel verbindet. 

Derselbe Gang wie im Art. 54. unter Substitution der enU 
sprechenden Formel der sphärischen Trigonometrie liefert für 
«, jS, y, d, t, qp als die cosinus der sechs fraglichen Bogen die 
Relation 
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ß7 _|_ |jä y2 _[_ ^5 ^ ^7 — a^6'^ — — y^cp^ 

-(- 2aßäi -\- 2 ßytip 4" 2yaS(p — 2aßy — 2ai<p — 2ßäip 
— 2yöe = 1. 

Die näiniiclic Itelatioii kann rulgenilermaa.ssen bewiesen wer- 
den: Wenn die ISieliliing.scosinns der Radien der vier Punkte 
cos cos ßi , cos y,, 
cos «j, cos |Sj, cos yj, 
cos « 3 , cos ^ 3 , cosy,, 
cos «, , cos ß^ , cos y , 

sind, so können w ir aus dieser Gruppe von Elementen nach der im 
Art. 13. der ,, Vorlesungen“ gegebenen Methode eine Determinante 
bilden, deren Werth idenliscb verschwindet und welche wegen 
ros or,.’ -|- cos ßß -f- cos yß — I , 
cos nr, cos Oj -j- cos ^1 cos jJ, + cos y, cos y., - cos 1 2, etc. 

die Form annimmt 

i 1 , cos 12, cos 13, cos 14 

‘ cos 21, 1 , cos 23 , cos 24 : 

i cos 31 , cos 32, 1 , cos 34 = D , 

] cos 41, cos 42, cos 43, 1 | 

die den obigen Werth wiedergiebt. Man vollendet ihre Symmetrie 
wenn man die Uanplelemcnte 1 durch cos 11, cos 22, etc. ersetzt. 

57. Man soll den Radius der einem Tctraetler iiin- 
geschriehenen Kugel rinden. 

Die Seite o des Tetraeders ist die dem Rogen vom Cosinus 
= a entsprechende Sehne, also 



mit analogen Ausdrücken für ß, y, etc. Durch die Siihstitntion 
dieser Wertlie liefert die Formel des letzten Art. die Gleichung 
y 2aWV-}-2ftVcV*-|-2cV’a^d2— oV — — 

4r6+ - i(3,.s - — 0, 


welche in Determinantenform geschrieben für das Product Fr des 
Tctraedervolumens in den Radius der uingeschriebenen Kugel die 
Relation giebt 


— 576 r>r^ = 


0 , r> c^ o’ 

c’ , tF, 0 , c’^i’ 
n=, c*, 0| 
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somit für 


<td -\-bc-\-r.f 


2S 


. S {S - ad) {S - be) {S - cf] 
3G 


oticr in der am Sclilii8.se des Art. 55. angewendeten nczeicliming 

3 1 


— 576 W = 


0 p 

t 2 

P 2 



0 s 

^23^' 

^24 

r ^ 

/• 2 

» 

0 

^31 

Mt > 

e 2 

» 

P 2 

M3 » 

0 


Pa die Tlieorii; des Tetraeders zaldreichc IJvhiingsaiirgaben 
darbietet, so wollen wir hier als Beispiel einer .solchen liinznrügeii, 
dass die kürzeste Entfernung zwischen zwei (legen- 
kanten eines Tetraeders mit dem Quotienten ans dem 
seclisfacben Volumen desselben durch das Product 
der Längen der (legenkanten in den sinus des von ihnen 
gebildeten Winkels übereinstimmt, und wir erinnern zum 
Beweise dieses Satzes nur an die Belaliuu 

2 ad cos S = 6’ -f- c’ — c* — 


*) Die Vergleichung dieses Ausdrucks mit dem entsprechenden der 
Dreiecksichre lässt den folgenden Vergleich aussprechen; Das sechs- 
fache Product aus dem Inhalt des Tetraeders in den Halb- 
messer der umgeschriebenen Kugel ist dem Inhalt eines 
Dreiecks gleich, welches die Products aus den Eängenzah- 
len der Gegenkanten des Tetraeders z|u den Längenzahlen 
seiner Seiten hat. Wir wollen durch denselben auf die mannichfal- 
tigen Analogien dieser Art hinweisen, die zwischen Dreieck und Tetrae- 
der bestehen. 
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IV. Kapitel. 

Allgemeine Eigensfhaften rlcr Flachen zweiten Grades. 

58. Wir schreilieii die allgemeine (lleidmng vom zweiten 
r.rade in der Form 

-f + «33^^+ «34 4- + ‘-'«n-« + i-'oijX// 

-f 2«,,a: + 2«j,y + 2«,, i = 0. 

Sie cnlliält zeliii tlliedcr und da durrli Division einer der 
Coeliirienten der Kinlieit gleich gemacht werden kann, so erkennt 
man nenn l< e d i ng n nge n als hinreichend zur Destim- 
mnng einer Fläche zweiter Ordnung. Wenn z. B. neun 
Punkte der Fläche gegehen sind, so erhalten wir durch die suc- 
cessive Suhstitution der Oordinaten eines jeden in die allgemeine 
Gleichung neun Gleichtmgen, welche zur iteslimmimg der nenn 
nnhekannlen Grössen «i 3 :«n. etc. hinreichend sind, 

in derselben Art erkennen wir die Anzahl der zur Destimnunig 
einer Flärhe n"" Grades nntliwendigen Bedingungen als um eins 
kleiner als die Anzahl der (ilieder in der allgemeinen Gleichung 

Grades. 

Die Gleichung einer Fläche zweiten Grades kann auch (siche 
Artikel 36.) als eine homogene Function der Gleichungen von vier 
gegehenen Fhcneii x, y, z w in der Form 

-(- <(331'^ -f- «44 + 2 a.^^yz + 2 <l^^zx + 2 uy^xy 

-f- 2a|4arn> -j- -|- 2a^^zw — 0 

ausgedrückt werden, denn die neun nnahhängigen Gonslanteii 
dieser Gleichung können so bestimmt werden, dass die Fläche 
ilurch neun gegehene l’iinkte gehl, d. i. jede gegehene Fläche 
zweiten Grades kann durch sie dargestellt werden. 

Man kann dun h Kinrührung einer linearen Finhcil n> jede 
Gleichung in x, y, z homogen machen und erreicht in zahlreichen 


r,:..:::. .»IbyC^osh 




Allgemeine Eigenscliaftcu der Fliiclien zweiten Grade». Art. 69. 73 

Fällen durch die Anwendung solcher Gleichungen eine grössere 
Symmetrie der Resultate. 

Die conscqucnte Anwendung von Indicus lässt die vier Ver- 
änderlichen der huinogencn Form durch Xj, Xj, Xj, x^. bezeich- 
nen und die allgemeine Gleichung zweiten Grades in projectivischen 
Coordinaten 

"tl^l’ + + «3sV + + 2n,2X,Xj -f 2n, 3X1X3 

+ 2a,^XjX| -|- 2 ( 133 X 3 X 3 2/»„XjX, -|- 2 o3,X3X, = 0 

symbolisch durch 

££atj XiXj = 0 [Uif = iiji-, i, j = 1. 2, 3, 4) 
darstellen ; an einigen wichtigen Stellen soll Rücksicht auf diese 
Bezeichnung genommen werden. 

. Der Einfachheit wegen verweilen wir aber besonders hei der 
Anwendung gewöhnlicher Cartesischer Coordinaten. 

Beisp. Die tileicliiing der Fläche zweiter Ordnueg durch die neun 
Punkte XjPI, . . . x,'®’ entsteht durch Elimination der a,i aus der 
der zehn entsprechenden Bediugungsgicichungen 

«,,x,J + ■ • + 2a,2X,Xj -f .. == 0. 

(1) W (8) 

c/,,x,® 2(I|2X,X2 = 0, etc. 

in der Determinanleiiform 


|x,®. 

T ® 

.(.3 , 

X ’ 
X 3 . 

JT, , 

2x 



2x 

X3. 

2x 

X4, 


2x3X4 1 

(I) 

(1) 

(1) 

(l) 

( 1 ) (I) 

tJ) 

(I) (1) 

(1) (1) 

(1) (l) 

(1) (i> 

X|*. 

x,®. 


^4 * 

2x 

Xj, 

2 3 , 

2x 

X3, 

2x 

X,. 


2x3X4 I ^ 

91 

( 9 ) 

(91 

<ü) 

(i>) (0) 

( 9 ) ( 9 ) 

( 9 > ( 9 ) 

<m ( 9 ) 

( 9 t ( 9 ) 

( 9 ) ( 9 ) : 

’X,®. 

0-2 ^ 


X 2 
^4 5 

2x 

Xj. 

2X2.T3. 

2x 


2x 

X,. 

2 ^ 2‘^4 j 

2x3X4 1 


welche mit Vertauschuug der Reihen und Zeilen zugleich die Bedingung 
der Verträglichkeit der zehn Gleichungcu 

(n (s) (9| 

c,x,^ + '-23^1^ + <-3*1^ + • ■ • + = 0 

• ( 1 ) ( 1 ) ( 2 ) ( 2 ) ( 0 ) ( 9 ) 

2 (c, XjXj -f- c,x, X 2 + CjXjXj -f- . . . -j- CigXjXj) = 0 

ist. welche erforderlich sind, damit sich zehn (lonstantcn Ci so bestimmen 
lassen, dass die Summe der mit ihnen inulliplicicrteu Quadrate der 
Gleichungen der zehn Punkte x, xG*, xf®* . . . , x*®* identisch Midi sei. 
Also: Zehn Punkte liegen auf derselben Fläche zweiter Ordnung, wenn 
die Summe der Quadrate ihrer mit geeigneten Constanten multiplicierten 
Gleichungen Null ist. Zehn Ebenen herilhren dieselbe Fläche zweiter 
Glasse, wenn die Summe der Quadrate ihrer mit gewissen (konstanten 
multiplicierten Gleichungen Null ist. 

59. Die Coordinaten werden zu beliebigen neuen paralle- 
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Viertes Kapitel. Art. 60. 


len durch einen l’unkl x', y\ z gehenden Axen trans- 
formiert, indem man (Art. 16) 

X -|- x', y y, -j- z für x, y, z 
resperlive siihsliUiiert. 

Das Resultat dieser Substitution ist, dass die ('neffleienten der 
höchsten Potenzen der Veränderlichen («,, , Ojj, Oj,, Ojj, 0,3, «,j) 
unverändert hiciben, dass das neue absolute Glied mit dem Resultat 
iler Substitution von x', y , z' für x, y, z in die gegebene Glei- 
chung übereinstimmt, nciches wir durch {/'bezeichnen; dass der 
neue Coefficient von x 

(iU* 

= 2 («„x -f -f n,3i' -f «,,) oder 

und in derselben Weise die neuen Coeffirienten von y und z respec- 
tive gleich sind 

dü’ , dU' 

-, und - T. 
dy dz 

Ks ist eine zweckmässige Abkürzung, die Differentiale der Function 
V nach x, y, z, m oder a:,, x,, x,, x^ respertive durch {/,, {/j, 
f/3, V^ zu bezeichnen. 

60. Wir können die allgemeine Gleichung zu Polar-Coor- 
dinalen transformieren, indem wir 

X = Xq, y = pp, I = ep 

setzen (wo für rectangniäre Axen il, p, v respective gleich cos «, 
ros ß. cos Y und für schiefwinklige Axen nach der Anmerkung 
des Art. 11. i, p, v allgemein Functionen der AVinkel .sind, welche 
die I.inie mit diesen Axen einschliessl); die Gleichung wird 
dadurch 

P* («11^’ + onf** + <'33*'' + Sojape-f 2«„lv -f 2a„Ap) 
+ 2p (a,4^ 4- ( 7 ,^p -|- «3,v) = 0, 

und liefert nach ihrer ^atur als rpiadratische Gleichung für die 
Länge des einer gegebenen Richtung entsprechenden Radius vector 
zwei Werthe; da jeder beliebige Punkt als Anfangspunkt der 
Goordinaten gewählt werden kann, so beweist .sie, dass jede 
gerade Linie eine Fläche zweiter Ordnung in zwei 
Punkten sc h n e i d e t , wie w ir schon früher ( Art. 2.'!.) erkannt haben . 

61. Wir betrachten zuerst den Fall, wo der .Anfangspunkt der 
Goordinaten in der Fläche liegt, also — 0 und somit eine 
der Wurzeln der eben erhaltenen quadratischen Gleichung gleich 
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Kerührun^^äpunkt und Tangenteneliene. Art. 62. 

Null isl; wir suchen die ßedingniig, unter welcher der 
Radius vector die Fläche ini Anrangspnnkt der Conr- 
dinaten berührt. 

Da in diesem Falle die zweite Wurzel unserer quadratischen 
(ileichung ebenialls gleich Null sein muss, so ist 

«14^ + «Jif* + "at*' = 0 

die fragliche Redingnng. Sie geht durch Mnitiplicalinn mit ^ und 
AViedereinführuiig von x, y, z für üp, pp, vp in die Form 
a,^x + 4- fi.„z = 0 

über und drückt offenbar ans, dass der Radius vector in einer 
gewissen festen Ebene liegt. Und da i, p, v keiner andern als 
der eben beschriebenen Beschränkung unterliegen, so muss jeder 
durch den Anfangspunkt der Coordinalcn gehende und in dieser 
Ebene gelegene Radius vector die Fläche berühren. 

Wirerkennen, dass in einem gegebenen Punkte einer 
Fläche zweiter Ordnutig unendlich viele Tangenten 
derselben gezogen werden können und dass dieselben 
alleineiiierEbene liegen, welche die Tan gen teil ebene 
in diesem Punkte genannt wird. 

AVenii die Gleichung der Fläche in der Form 

«2 *5 “ ^ 

gesebriehen wird, in welcher die Glieder vom ersten und die vom 
zweiten Grade in den Veränderlichen gesondert sind, so ist 

M, = 0 

dieGleichiing derTangentenebenc im Anfangspunkt der Coordinaten. 

62. Wir können die Gleichung der Tangenten ebene 
der Fläche in einem beliebigen ihrer Punkte x' , y, z' 
durch Transformation der Coordinaten Anden; denn durch Ver- 
legung des Anfangspunktes nach diesem Punkte verschwindet das 
absolute Glied und die Gleichung der Tangenlenebene ist (Art. 59.) 

X Ul' + yi/j' -I- ZO 3 = 0. 

oder durch den Rückgang zu den alten Axen 

(X - x') V,' + (y - y') 17/ + (z- z) U 3 = 0. 

F Durch Einfübrnng der Lineareinheit m kann dieselbe Gleichung 
in einer vollkommenen symmetrischen Gestalt gegeben werden; 
denn nach der Natur einer homogenen Function V und weil x, 
y', 2 ' der Gleichung der Fläche genügen, haben wir 
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Drittes Kapitel. Art. 63. 


+ yüj + z 0^ + w'ü/ = 20' = 0, 

und erhalten durch Addition dieser Gleichung zu der zuletzt ge- 
fundenen die Gleichung der Tangeutenebenc in der Form 
.rO,' -f yU^ + zVi wU ^ = 0, 
oder entnickelt 

X («!(*' + a^y + oni' + «14) + .'/ {«12* + "22^ + " 23 *' + "24) 

+ * + «ny + ''.13*‘+ «34) + «l4^'+ "2y + «34*' + «44=0. 

Indem man bemerkt, dass diese Gleichung in Bezug auf die 
Gruppen x, y, z und x', y, z' symmetrisch ist, findet man, dass 
sie auch in der Form 

x'ü^ -(- y’Oj -f- z'O, -f- m'U^ = 0 
geschrieben werden kann. 

63. Man soll den Berührungspunkt einer Tangente 
oder Tangentenehcne hestinimen, welche durch einen 
gegebenen nicht i n d e r F I ä c h e I i e g e n d e n P u n k t x', y', i' 
geht. 

Die zuletzt gefundene Gleichung drückt eine zwischen x, y, 
z, m, den Goordinalen eines beliebigen Punktes der Tangenten- 
ebene, und x', y, z', tv als Cnonlinaten ihres Berührungspunktes 
bestehende Relation aus; und um aiiszudrüeken, dass die ersteren 
Goordinateii gegeben und die lezteren gesucht sind, haben wir 
nur die Accente der ersteren zu beseitigen und sie den letzteren 
beizufügen. Wir finden also, dass der Berührungspunkt 
in der durch 

+ yU, + ZÜ3 -f mU^’ = 0 

dargcstellten Ebene liegen muss; sie wird die Polar- 
ebene des gegebenen Punktes genannt, indem man zugleich 
diesen als ihren Pol bezeichnet. 

Da der Berührungspunkt keiner andern Bedingung als dieser 
zu genügen hat, so geben die Tangcntebenen der Fläche in 
allen ihrer Durrhschnittscurvc mit der Pnlarebenc angebörigen 
Punkten durch den Pol, und die gerade Verbindungslinie eines 
Berührungspunktes mit dem gegebenen Punkte ist eine Tangente 
der Fläche. Die Gesammtheit aller dieser Verbindungslinien, 
d. i. die Schaar der Tangenten, welche durch den gegebenen 
Punkt an die Fläche gezogen werden können, bildet den diesem 
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Punkte entsprecbemlen Taiigentenkegel oder Berülirungs- 
kegel der Fläche*). 

64. Die Polarebene kann auch als der Orl der har- 
monischen Mitlel der durch den Pol gehenden Hadien 
vecloren der Fläche deriiiierl werden. 

Unlersucheii wir nämlich den Uri der Punkte der harmoni- 
schen Theilung für die. durch den Anfangspunkt gehenden Radien 
vectoren, bezeichnen wir durch (/, g" die Wurzeln der quadra- 
tischen Gleichung des Art. 60 . und durch g den Radius vector des 
raglichen Ortes, so ist 

2 ^ 1 1 1 ^ _ 2 {i-au 4 - > *«24 + 

Q “u 

d. i. durch Rückkehr zu den x, y, z Coordinaten 

+ “uV + « 34 *^ + «44 = 0 , 

oder die Gleichung der Polarehene des Anfangspunktes, die auch 
aus der entwickelten Gleichung des Art. 62. für x' = y — z = 0 
hervorgeht. 

Aus dieser Delinition der Polarehene ist evident, dass für 
jeden durch einen gegebenen Punkt gehenden ebenen 
Schnitt einer Fläche die Polare des Punktes in Bezug 
auf die Schnittcurve durch den Durchschnitt der 
Ebene des Schnittes mit der Polarehene des Punktes 
gegeben wird; denn der Ort der harmonischen Mittel aller durch 
diesen Punkt gebenden Radien vectoren enthält nothwendig aucii 
den Ort der harmonischen Mittel derjenigen Radien vectoren, 
welche in der Schnittehene liegen. 

65. Wenn die Polarehene eines Punktesy^ den Punkt 
B enthält, sogeht die Polarehene des Punktes £ durch 
den Punkt A. 

Denn da die Gleichung der Polarebene in Bezug auf x, y, z 
und X, y, z: symmetrisch ist, so erhalten wir olTenhar dasselbe 
Resultat durch die Substitution der Coordinaten des zweiten Punktes 

*) Eine Fläche, die durch Bewegung einer geraden Linie erzeugt 
wird, die stets durch einen festen Punkt geht, heisst ein Kegel und der 
bezeichnete feste Pnnkt der Scheitel- oder der Mittelpunkt der Fläche. 
Ein Cylinder ist der Grenzfall eines Kegels, welcher dein Uebergang 
des Scheitels in unendlich grosse Entfernung entspricht. (Art. 25.} 
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Vicrtofl Kapitel. Art. 06. 


in ilio r.luicimiig der Polarebene des ersten, als durch die der Coor- 
dinaten des ersten in die Gleichung der I'olarehene des zweiten. 

Der Durchschnilt der l'ularchenen von A und H ist eine ge- 
rade Linie, welche wir die l'olarlinie der Geraden Ali in 
Itezng auf die L lache nennen wollen. 

.Man sieht, dass die l'olarlinie von AH der Ort der Pole 
aller der Ehenen ist, welche durch die l,it>ie All gelegt werden 
können.*) 

Die Polarehene eines Punktes der Fläche ist ilii'c Tangential- 
chene in diesem. Von zwei Polarlinien geht daher (iie eine durch 
die DcrCdirnng.spunkte der Tangentialchenen aus der andern. Weil 
somit an eine Fläche zweiter Ordnung durch eine Gerade auch 
zwei Tangentialehcnen gehen, so sagt man, eine Fläche zweiter 
Ordnung sei zugleich von der zweiten G lasse; man 
nennt diese Flächen auch kurz zusaininenrassend Flächen zwei- 
ten Grade s. 

G6. Wenn in iler Originalgleichung nicht nur «^^=0. son- 
dern auch « 1 ^ = «24 == « 3 , — 0 sind, so wird die geruudeiie 
Gleichung d/,‘r Taiigentenehene (.\rt. ßl.) illusorisch, weil jedes 
ihrer Glieder verschwindet und keine einzelne Ehene kann als 
die Tangentenehcnc der Fläche im Anrangspunkt der Coordinaten 
hezeiclmet werden. Denn der Coefficient von q (Art. 60.) ver- 
schwindet für jede dem ^ heigelegtc Hichtung, jede durch den 
Anlängspunkt der Goordinaten gehende gerade Linie schneidet 
die Fläche in zwei znsammcnrallenden l'unkten, d. h. der An- 
fangspunkt ist ein Doppelpunkt in der Fläche. 

In dem gegenwärtigen Falle hezcirhnet die Gleichung einen 
Kegel, der den Anfangspunkt zum Scheitel hat; in der 
That timt diess jede in x, y, z homogene Gleichung. Denn wenn 
eine sulche durch die Coordinaten x , y, z befriedigt wird , .so 
genügen ihr auch die Goordinaten kx , ky , kz (wo k eine be- 
liebige Gonstante ist), d. Ii. die Coordinaten aller Punkte der 
geraden Verhindungslinie des Punktes {x , y , z') mit dem Anfangs- 

*) Ks ist iiiulit schwer, die Gleichuugeii solcher Linien darzustclieu. 
.Ntiin kann nach dein Winkel fragen, den sie mit einander bilden und 
erkennt, dass eine Flüche zweiten ürades existiert, für welche jede ge- 
rade Linie auf ihrer Polare rechtwinklig steht; Ks ist die Kugel. W’ir 
erinnern an die allgemeine Theorie der VVinkcIgrössen in Mt. 419 f., 
306 f. der „Kegelschuitlo“. 
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punkt; diese Verbindungslinie liegt somit ganz in der Fläche und 
dieselbe muss unendlich viele gerade Linien enthalten, welche, 
durcli den Anfangspunkt gehen. 

Die Gleichung der Tangenteiiehene für irgend einen Punkt 
dieser Kegellläche kann in den Formen 

+ '^3 ~ ^ "I" ^'^3 — ^ 

geschriehen werden, von denen die erste durch den Mangel des 
ahsoluteii Gliedes anzeigt, dass die Tangentenebene in einem 
beliebigen Punkte des Kegels durcli den Anfangspunkt 
geht, während die zweite ausdrückt, dass die Tangente li- 
ebe ne in irgend einem Punkte (x', ly'. z) die Fläche in 
jedem Punkte der geraden Linie berührt, welche den 
Punkt [x, y, z) mit dem Scheitel verbindet, weil sie 
noch die nämliche Ebene repräsentiert, wenn man für x', y, z 
respective kx , ky, kz' substituiert. 

Wenn der Punkt (x', y, z’) nicht in der Fläche liegt, so 
repräsentiert die zuletzt betrachtete Gleichung die Polarebene die- 
ses Punktes und man erkennt in gleicher Weise, dass die Polar- 
ebene jedes Punktes durch den Scheitel des Kegels 
geht, und dass alle Punkte, die in derselben geraden 
durch den Scheitel gehenden Linie gelegen sind, die 
nämliche Polare he ne haben. 

Dm daher die Polarebene eines Punktes in Bezug auf einen 
Kegel zu linden, haben wir nur irgend einen ebenen Schnitt durch 
diesen Punkt zu legen und die I’olaiiinie des Punktes in Bezug 
auf die entsprechende Schnittciirve zu bestimmen; die durch sie 
und den Scheitel gehende Ebene ist die fragliche Polareheiie, denn 
es ward im Art. G4. hewiesen, dass die Polarebene die Polarlinie 
enthält, und jetzt erkannt, d.iss sie zugleich durch den Scheitel 
des Kegels geht. 

67. W'ir können leicht die Bedingung entwickeln, unter 
weicher die allg emei ne Gleich u ng zweiten G rades einen 
Kegel repräsentiert. 

Denn unter dieser Voraussetzung muss es möglich sein, durch 
Transforiiiation der Coordinaten die neuen Coefficienten 0 , 4 , 241 «34. 
a^^ zum Verschwinden zu bringen; die Goordinalcn des neuen 
Anfangspunktes, d. i. des Scheitels, müssen daher (Art. 59.) die 
Bedingungen 
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Viertes Kapitel. Art. 08. 


U^' = 0, J/j' = 0, Di =0, U' = 0 
u^rfülleu, deren Letztere in Verbindung mit den übrigen mit der 
Bedingung Ui = 0 äquivalent ist. 

Wenn wir aber x', y , z ans den vier Gleicbungcn 


,,I 

+ 

"12 V' 

+ 

« 13 *] 

+ 

«14 

= 0. 

1,2 a;' 

+ 

O22.'/ 

+ 

«23 2 

+ 

«24 

= 0, 

130^ 

+ 

«23/ 

+ 

« 33 ^' 

+ 

O34 

= 0. 


+ 

“24 y' 

+ 

«31 

+ 

"44 

= 0 


eiijniniercn, so erbalten wir die fraglicbe Bedingung in der Form 
einer Determinante 


Oll. 

^12» 

«13 . 

«14 

0,2. 

Oj2 , 

« 23 . 

«24 

0|3. 

«23, 

“33. 

O34 

0,4, 

«24. 

O34, 

O 44 


oder entwickelt 

"u« 22 « 33 ' 0 < + + 2 «j. 3 «, 3 a 33 a ,3 + 2 « 33 a,j(I, 3 a ;,3 

~h^“44“23“l3“l2“~"22“33“ll* "33"ll“2l^ “ll“22"si^ '’ll'*44'*23‘ 

— « 22 " 44 « 13 “— “ 33 « 44 «I 2 ^ + 

20,3012024034 20,20230340,4 20230,3a, ,«24 = 0, 

deren linke Seite die Discriininante A und zugicicb die Hesse'scbe 
Determinante der gegebenen C.leicbung ist.*) 

Wir werden es vortheilbari finden, die Dillerenfialquotienten 
der Discriininante nacli den Elementen 0,4 und a,t oder ibre 
Unterdeterminanten narb diesen dureb An rcspective 2Ah zu 
bezeicimen, so dass man bat 

,-<1, =052033044 -J- 202302,03, "33“24* "44“23^> 

A-n = 033"44"| 1 + 2a,3“3l"l I — «33"l 4^ ~ «1 1«34“ ~ “44«I3’> 1 

•<23=''n"24“34 + "44“l3"l2 — "ll“44«23 +‘*23“l4* ~ "l2034«14 
— "13<'14“24> 

^14 ~®22 “i 3“34“H 0330,2034 0520330,4 -j- a,40j3^ 0,5023034 

0 , 3023054 . etc. 

(18. Wir kehren nun zur Betrachtung der i|uadratiscbcn Gleicli- 
nng des Art. 60. zurück, und untersuclien unter der Vornus- 
sclznng, dass o,, nicht verschwindet, die Bedingung, unter 
welcher der Badius vector im Anfangspunkt halbiert 
wird. 

*) Verijl, ,, Vorlesungen", Art. 57., 02., 81., 97., ICI. 


Digitized by Google 


Das rentrum und die Dinnietralebenen. Art. U9. 


81 


Es ist dazu nnllinTiidig und Idnreidiend, dass der Coeffi- 
’cient von q in dieser (lleirhiing mit Null idcntiscli ist, weil wir 
dann aus ihr für p numerisch gleiche 'Verlhc mit entgegenge- 
setzten Vorzeiclien erhallen. Die verlangte iledingung ist daher 

"ii^ + "iif* + «31*' = 

mit p imdtipliciert zeigt sie, dass der Radius vector dann in der 
Ebene 

«II* + >'„’J + «3d = 

liegen muss. Nach An. 04 . schliessen wir daraus, dass jede 
durch den AnfangsiHinkt der Coordin aten in einer zur 
Polarebene desselben parallelen Ebene gezogene ge- 
rade Linie im Anrangspiinkt halbiert wird. 

69 . Unter den gleichzeitig gellenden Voraus- 
setzungen = 0, «2, = 0, «3, = 0 wird jede durch 

den AnfangspunktgehendegeradeLiniein ihm halbiert 
nnd der Anfangspunkt wird dann das Cenlrum der 
Fläche genannt. 

Jede Fläche zweiter Ordnung hat im allgemeinen 
ein und nur ein Centrum. Denn wenn wir durch Transfor- 
mation der Coordinalen die Coefficienten a,j, «34. der allge- 
meinen Gleichung auf den gemeinschaftlichen Werth Null bringen 
wollen, so erhallen wir die drei Redingungsgleichungen 

l\' = 0 oder a^^x + a^^y' -f 0,3z' + = ü, 

= 0 oder -f- 0331' -f- «34 = 0, 

t/3' = 0 oder n,3x' -+■ a^^y + 0332' -f O34 = 0, 

welche zur Bestimmung der drei unhekannten Grössen x, y, z 
nothwendig und hinreichend sind. Man erhält mit den Bezeich- 
nungen des vorigen Art. zur Bestimmung der Coordinaten des 
Centruius A^^x' = A^^, A^^y' = A.^^, A,,z' = --# 34 . Wenn 

jedoch /<44 = 0 ist. so werden diese Coordinalen unendlich gross 
und die Fläche besitzt kein im endlichen Raume gelegenes 
Centruni. *) 


*) Wenn, wie cs möglich ist, die Ziililer dieser Rrüclic gleichzeitig 
mit dem Nenner derselben verscliwindeii , so sind die Coordinaten des 
Centrums unbestimmt und die Flilche besitzt unendlicti viele Centra. 
So dann, wenn die drei Ebenen l’t ” 0, f/j =* U, = 0 durch dieselbe 
gerade Linie gehn; dann ist jeder l’unkt in dieser Linie ein Centriim. 
Die Bedingung, unter welcher die.ss eintritt, kann in der Form 
Sftlmon, anal. Oeoro. d. Räumet, I. ä. Aufl. 6 
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Viertes Kapitel. Art. 70. 


Wenn wir die Originalgleirlinng in <Ier Form 
»2 + <‘i + "o = 

schreiben, in der wir die Glieder vom zweiten nnil ersten Grade 
und die vom Grade Null unterscheiden, so ist odenhar ,4,, die 
Diseriminanle des Polynoms n.,. 

70. Man soll den Ort der Mittelpunkte der Sehnen 
rinden, welche ])arallel sind einer gegebenen geraden 
l.i nie 

- = =1 - 
i jU v' 

Wenn wir ilen Anfangspunkt der Goordinaten nach irgeml 
einem Punkte des fraglichen Ortes verlegen, so müssen die netien 
Goeflicienlen a^^, o,,, die im Art. GH. gfundene Bedingung 

«,,A + aj^ft + o.,,e = 0 

erfüllen und daher ist nach Art. 59. die, Gleichung des Ortes 
ki\ + fl 1^2 4- vu.^ = 0. 

Diese Gleichung bezeichnet eine durch den üurchschniltspunkt 
der Ebenen f/, =0, {/j = 0, Ü3 = 0 gehende Ebene; wir be- 
nennen sic als die der gegebenen Itichtung der Sehnen 
conjugierte Diametralehenc der Fläche. 

Wenn irgend ein Punkt in dem durch den Anfangspunkt der 
Goordinaten in der gegehenen Dichtung gezogenen Radius vcctor 
die Goordinaten x, <j\ z hat, so kann die Gleichung der Diatne- 
tralebenc in der F'orm 

xU^ 4- i/'f/j -f zU^ = 0 
geschrieben werden. 

Die Gleichung der Polarebcne des Punktes kx' , hj , kz 
kx'l\ 4 /.r/'f/j 4 kz'U,i 4 ü, = 0 
giebt aber, durch k dividiert und für unendlich wachsendes k 
die nämliche Gleichung; welches zeigt, dass die Diametral- 
ebene die Polarebcne des unendlich entfernten Punk- 

"ni "i3i "h I 

iif. , 11«, 11« , n« !* — 0 

}' » «fcji llj3 , «34 1| 

geachrieben werden, welciie das gleichzeitige Verschwinden der vier De- 
terminanten bezeichnet, die ans den geschriebenen vier Verticalreilien 
zu dreien gebildet werden können. Wir kommen im folgenden Kapitel 
auf diesen Fall zurück. 
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tes der gegebenen geraden Linie isl, wie «ir anrli inil- 
lelst geomelrisdicr Beirachliingen .liätlen beweisen können. (Vgl. 
„Kegelschnille" Art. 294, 4.) 

In derselben Weise »vird erkannt, dass das Lcntruin der 
l‘ol der unendlich cntrernlen Ebene ist; denn wenn der 
Anfangspunkt das Centniin der Elätbe ist, so wird (Art. 64.) 
die Gleichung seiner l’olarebcne == 0, welche narb Art. 29. 
eine unendlich entfernte Ebene repräsentiert. 

Wenn speciell die gegebene Fläche ein Kegel i.st, so fällt die 
Ebene, welche alle einer durch den Scheitel gehenden festen Ge- 
raden parallelen Sehnen halbiert, mit der Polarebene irgend eines 
Punktes dieser Linie r.usanimen. Wir haben früher erkannt, dass 
allen Punkten einer solchen Geraden dieselbe Polarebeiie enlspricbl 
und linden jetzt in L’cbereinstimmiing <laniit, dass die Polarebene 
ihres unendlich entfernten Punktes d. i. die ihr conjugierte Dia- 
nietralebene, die nämliche ist. 

71. Die Ebene, welche die der Axe der x parallelen Sehnen 
halbiert, wird durch die Voraussclzuiigen fi = 0, r = 0 aus der 
Gleichung des vorigen Art. gefunden und ist also {/, = 0 oder 
o,,x "isI/ + "i 3 * + '’h ~ *1®'' Axe der y parallel, 

wenn Oj, = 0 isl. Diess isl aber auch die Dedingung, unter 
welcher die der Axe der y conjugierte Diainetralcbene der Axe 
der X parallel isl; d. h. wenn die einer gegehenen Rich- 
tung conjugierte üianielralebene eine andere Richtung 
enthält, so cnlhäll die dieser letzteren Richtung con- 
jugierte Diainetralcbene auch die erste Richtung. 

Wenn Oj, =0 ist, so sind olTenbar die Axen der x und y 
einem Paare von conjugierten Durchinessern des ilurch die Ebene 
xy bfstimmteu Schnittes parallel, und man erkennt ausserdem, 
dass die jedem dieser Durchmesser conjugierte Diainetralcbene den 
anderen cnlhäll; denn der Ort der Mitlclpunkle aller Sehnen der 
Fläche, welche einer gegebenen Geraden parallel sind, schliesst 
nothwendig den Ort der Mittelpunkte aller der Sehnen dieser Art 
ein, welche in einer gegebenen Ebene enthalten sind. 

*) Daraus folgt, dass die Ebene x = 0 die dcrA.xo der x parallelen 
Sehnen halbiert, wenn «ij = 0, n„ = 0, 0,4 = 0 sind; oder wenn die Origi- 
nalgleichung keine ungerade Potenz von x enthält. Es ist überdiess offen- 
bar, dass diess der Fall sein muss, damit für beliebige bestimmte Werthe 
von y und i gleiche und entgegengesetzte Werthe für x erhalten werden. 
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Drei Diametralclicneii heissen conjiigicrl, wenn 
jede von ilincn zur Durchschniltslinie der hei den an- 
dern conjngicrt ist; uml drei Durchmesser heissen 
conjugierl, wenn jeder von ihnen conjugierl ist der 
Ebene der beiden andern. Wir erhallen also ein Syslcni 
von drei conjugierlcn Durchmessern, wenn wir zu zwei conjiigier- 
ten Durchmessern eines beliebigen ebenen durch das Ceniruin 
geführten Schnittes den der Schnillchene conjugierlcn Durch- 
messer gesellen. I'’ür die gleichzeitig errüllten Voraussetzungen 
Ojj = ü, (1,3 = 0, (1,2 = 0 erhellt aus dem Anfang dieses Arl., 
dass die Coordinatenehenen drei conjugierten Diamelralebencn 
parallel sind. 

Wenn die Fläche ein Kegel ist, so erhellt aus dem in den 
Art. 66.. 70. Gesagten, dass ein System von drei conjugierlcn 
Durchmessern eine beliebige Ebene in drei Dunklen schneidet, von 
denen jeder der Dol der Verbindungslinie der beiden andern in 
üezug auf die enl.sprechende Schniticurve ist. 

72. Eine Diametralchene wird als Hauptebene be- 
zeichnet, wenn sie zu den Sehnen normal steht, zu 
denen sie conjugierl ist. 

Unter der Voraussetzung reclangulärer Axen und für ä, p. v 
als die lUchtungscosinus der Sehne haheu wir im Arl. 70. die 
Gleichung der entsprechenden Diaraelralehene 

;((j,,a:-f 0,2^ + ((,,) -f f*(a,2a: -f (ijjj/ -f -fojJ 

+ ‘'(«l3^+"23y + «33' + "3l)=0 

erhalten und erkennen, dass dieselbe zur Sehne normal ist, wenn 
(Art. 43.) die Coefficienten von x, y, z respcclive proportional 
zu A. y, V sind, d. i. wenn die Gleichungen 

^“ll + f‘"l2 "f" *''"13 “ 

An, 2 -f pn22 + eojj = fey, 

An ,3 -f ya ^3 + vn,, = Ae 

bestehen. W'ir können aus diesen in A, y, v linearen Gleichnngen 
A, y, V eliminieren und erhalten zur Bestimmung von A 

ja,, A, 0,2 , 0,3 I 

0,2 . ^^22 A , O 23 I ■ — 0 

0,3 , 0.33 , ((33 A 


Digiti/icd bv C' io^le 


Parallelschnitte und Transversalen. Art. 73. 


85 


oder in entwickelter Form 

4-^ — Ar" («,,+«J2 + «33) + ^■(«n«>J + "22«33+«33«Il — «23^— «13* 
«12*) («1 1«22«33 ~I" ‘^«23«13«12 «U«33* 13* «33«12*) 

Die successive Einrülirung der drei durch diese Gleichung 
bestimmten Werihe von A- in die vorigen Bedingimgsgleichimgen 
erlaubt uns die Bestimmung der enisprcchcnden Werthe von A, /i, v. 

E i n e F i ä c h e z w e i t e n G r a d e s h a l d a h c r i m A 1 1 g e m c i- 
nen drei Ilauptdiametralebenen; die drei zu ihnen nor- 
malen Durchmesser werden dieAxen der Fläche ge- 
il a n n t. *) 

Beispiel. Man soll die Hauptclienen hestinimen fiir 
7a;’ -|- 6y’ -f- — Axy — 4yi = 6. 

Die cubische Gleichung für k ist 

A=> — 18A’ + 99A- — 162 = ü 
von den Wurzeln 3, 6, 9. Daher sind die drei Gleichungen 
7A — 2p. — kl, — 2A -|- 6ft — 2v = kp, — öv = kv. 

* Die Siihslitulion A = 3 in dic.selhen liefert 2 A = u = v und man 
crliSlt durch Mulliplication mit p und durch Substitution von x für Ap, ctc. 
für die eine der Axeu die Gleichungen 2x — y = z. 

Die durch den Coordinatenanfangspunkt, der hier mit dem Centrum 
zusammenfällt, gehende Normalebene zu dieser Geraden ist also 

X -\- 2y 2z = 0 . 

In gleicher Art werden die beiden andern llanplebenen gefunden, 
als von den Gleichungen 2x — 2y 2a;-j- i/ — 2r = 0.**) 

73. Die von einer Fläche zweiten Grades mit pa- 
rallelen Ebenen bestimmten Durchschnittslinien sind 
einander ähnlich und ähnlich gelegen. 

*) In dem folgenden Kapitol werden wir die zur llcstimmung der- 
selben gewonnene Gleichung genauer disentieren. 

•*j Wenn U die Glieder vom höchsten Grade in der Gleichung be- 
zeichnet, und y die Function 

"«’)*’'+ ("33 «II — «is’) "is’) + 2 (",3«)3 “ 

+ 2(fl„a„ — WnO„) a-i -f 2 f«, 3 U„ — fl„o„) xy 
ausdi'iickt, so ist die Gleichung der drei Hauptcbcneu' für das Coutrum 
als Anfangspunkt der Coordinnten durch die Determinante gegeben 
(„Vorles.“ Art. M9.) 

i -c . 1/ • : ’ 
j f ’l , l \ . f 3 = ü 

A I » A 3 J f 3 I 


Digitized by Google 


86 


Viertes Kapitel. Art. 


Da jede Ebene zur Ebene der xy gcwäliU werden kann, so 
genügt für den Beweis die Belracbtiing der durch diese gebilde- 
ten Sclinitlcurve, deren Gleiebung durch die Substitution z = 0 
aus der Gleichung der Fläche abgeleitet wird. Der durch eine 
zu ihr parallele Ebene erzeugte Schnitt wird erhalten, indem man 
die Gleirhung zu parallelen Auen durch einen neuen Anfangs- 
punkt der Coordinaien in der Axe der i transformiert d. h. r -f- c 
für I einsclzt und sodann z = 0 oder sofort z = e einfOhrt. 
Und da bei einer solchen Transformation die CoefUcienten der 
büchsten Potenzen ungeändert bleiben, so erhalten wir in jedem 
Falle dieselben (ioefficienlen für x’, xy und y’ und die Curven 
sind somit einander ähnlich und in ähnlicher Lage. (,,Kegelschn.“ 
Art. 242.) 

Was aus geometrischen Gründen offenbar ist, dass der Ort 
der Centra der parallelen Schnitte der zur Stellung 
ihrer Ebenen conjugierte Durchmesser iler Fläche ist, 
lässt sich ebeufjills leicht algebraisch nacliweisen. 

74. Wenn p', e” die W'urzcin der ((uadralischen Gleichung 
des Art. 60. bezeichnen, so ist ihr Product p' p" gleich dem durch 
den Goefficienlen von p’ dividierten Transformieren wir nun 
die Gleichung zu parallelen Axeii, um einen mit dem ersten 
parallelen Itadius vector zu betrachten, so bleibt der Coefficient 
von p^ unverändert und das Product der Ixdden Werthe der 
Itadien vectoren ist dem neuen n,, proportional. 

Wenn also durch die gegebenen Punkte A, h be- 
liebige parallele Sehnen gezogen werden, welche mit 
der Fläche die Punkte II, R' \ S, S" respective bestim- 
men, so sind die Produclc RA . AR', SR . RS" zu einan- 
der in einem constanten Verhältniss, nämlich im Ver- 
hälluiss 1/ : V" , wenn w ir durch If und V" die Resul- 
tate der Substitution der Coordinaten von A und R in 
die (ileiebung der Fläche bezeichnen. 

75. Wir scbliessen dicss Kapitel mit dem Nachweis, wie die 
im Vorhergebenden aus der Discussion von geraden Linien aus 
dem .Anfangsjiiinkt der Goorditialen erhaltenen Sätze durch ein 
allgemeineres Verfahren erhalten werden können, welches dem 
im Art. 109 der „Kegelschnitte“ angewendeteu analog ist. Wir 
bedienen uns ilabei der grösseren Symmetrie wegen ’homogener 
Gleichungen mit vier Veränderlichen. 
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Man soll die Punkte bestimmen, in denen eine ge- 
gebene Fläche zweiten Grades durch die gerade Ver- 
bindungslinie der Punkte (x, y\ z', w), {x", y" , z" , m") 
gesclinitteu wird. 

Wir betrachten als unbekannte Grösse das Verhältniss ft : l, 
nach welchem die bezeichnete Verbindungslinie in den Punkten 
getbeilt wird, in denen sie die Fläche schneidet, so dass die Co- 
ordinaten dieses Punktes (Art. 8.) zu 

üx' -|- fix”, iy' -f- fiy'\ Xz' -f- fir", irr' -f- firv" 
respective proportional sind; und wirerhalten durch Substitution 
dieser Wertbe in die Gleichung der Fläche zur Bestimmung von 
ft : A eine quadratische Gleichung 

-f Aft/> + ftU"' = 0. 

In ihr werden die Coefficienten von ft* und A*, wie es durch 
die Bezeichnung angedeutet ist, leicht als die Resultate der Sub- 
stitution der Goordinaten x", y", z”, tv" und x', y, z', m in die 
Gleichung der Fläche erkannt; während der Coefficienl von Aft 
durch Taylor's Theorem oder in anderer Weise unter den Formen 
x' ty' -{- y V^' z U^' n>' U ^ , 

+ >j"Vi + 

erhalten wird. ^Venn man aus dieser quadratischen Gleichung 
die Werthe von ft : A bcstimntt, welche ihr genügen, so liefert 
ihre Substitution in die Ausdrücke 

y + Mir 
A -f y ■ ’ A -f ft ■ 

die Goordinaten der Punkte, in denen die gegebene gerade Linie 
die Fläche durchschneidet. 

76. Wenn der Punkt (x', y', z', tv) der Fläche selbst ange- 
hört, so ist U' = 0 und eine der Wurzeln der betrachteten 
quadratischen Gleichung ist ft = 0; sie entspricht dem Punkte 
(x', y, z, rv), wie natürlich. Die Bedingung, unter welcher auch 
die zweite Wurzel den Werlh Null hat, ist P = 0. Wenn 
also die Verbindungslinie der Punkte 

(x', y', z, n), (x", y", z", n") 

die b'läche im ersteren Punkte berühren soll, so müssen 
die Goordinaten des letzteren Punktes die Gleichung 

+ y tV + * 
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erfiillen; tniil da [x", y", z", tv"\ jeden Punkl in jeder durch 
[x', y, z, n> ) gehenden Tangente bczeiehnen kann, so folgt, dass 
jede solche Tangente in der durch die eben gesebrie- 
bene Gleichung reprSsentierten Ebene liegt. 

77. Wenn der Pnnkl (x', y, z, n'] nicht in der Oberfläche 

liegt und die Relation P = o durch die Coordinaten erfüllt ist, 
so niinint die tjuadratisrhe Gleichung des Art. 75. die Form 
Pü" -}- = 0 an und liefert daher für y : i. numerisch 

gleiche Werthe mit entgegengesetzten Vorzeichen. Die Verbin- 
dungslinie der gegebenen Punkte w ird also (Art. .89, 4.) durch die 
Fläche äusserlich und innerlich in demselben Verhältnis.s, d. h. sie 
Mird harmoniscb getheilt; jene Punkte beissen dann harmonische 
Pole der Fläche. Somit ist der Ort der harmonischen 
Theilpiinkte der durch (x', y, z\ tv) gehenden Radien 
vectoren der Fläche die Polarebene 

xl\ -f- yl^j "f" -[- n'V^ =■ 0. 

78. Wenn allgemein die gerade Verbindungslinie der beiden 
Punkte die Fläche berühren soll, so muss die quadratische Gleich- 
ung des Art. 75. gleiche Wurzeln haben, und die Coordinaten 
der beiden Punkte müssen somit durch die Relation 

4 £/£/" = />-■ 


verbunden sein. Wenn der Punkt (x', y, z, iv] als fest gedacht 
wird, so ist diese Relation erfüllt, sobald der Punkt in einer der 
Tangenten gelegen ist, welche von ihm aus an die Oberfläche 
gezogen werden können. Der durch alle diese Tangenten 
erzeugte Kegel hat in Folge dessen die Gleichung 
4 VV = für p — xf/,' -f yV^ -I- ; t/j' -I- 

Peispiel. Mau soll ilie Gleicbung des dem Punkt (x', y, i’) ent- 
sprechenden Tangcnlenkegels der Fläche 


-- = 1 


Hndeu. 

Sic ist 


A _ /ff! . ML , 

+ A« + + + \ + 4* + r» ~ ’J • 

79. Man soll die Bedingung ausdrücken, unter 
welcher die Ebene 


+ ’W + J: + 


0 
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Gleichung in Elicneu- und in Strahlcn-Coorilinaten. Art. 80. 89 

die durch die allgeoteine Gleichung iweileii Grade» 
gegebene Fläche berülirt. 

Wenn x, y, z, tv die Coordiiialen des Bcrührungspunkies 
bezeichnen und k ein uiibestimniter Factor ist, so gelten nach 
Art. 62. die Gleichungen 

ki = a,,ar -f a,jy + + a^^m, 

ktj = 0,jX + « 22 J/ + «23* + ei2,w, 

kt = a„a; + a^.^y + a^^z + a^^iv, 

k(0 = U^^X -f «24^ + "31* + "44”’< 

und wir können zwischen ilinen und der Gleichung der Ebene 

+ W + »* + = 0 

die V'eränderlichen x, y, i, n> eliminieren. Die Aullösung der- 
selben für X, y, z, >v gieht (vgl. „Vorlesungen“ Art. 16., 23.) 
/ix = 

/ly = kiA^^l + A.,^ri -f- A^^t -f -^ 24 “)» 

Az = + ^2S’I + -^ 33 ? + ■^34“)’ 

Aw = Ä(^i,S A^fZ} A-^t + -^ 44 “)' 

mit den Bezeichnungen des Art. 67. Die Substitution dieser 
Werthe in die Gleichung 

-f- t/y + -f <»/t> = 0 
liefert dann die geforderte Relation in der Form 
Anf + + ^ 3 sf^ + -' 44 “’ + 243 ’U + 2A,,tt + 2.4,2^) 

“I" 2^ij|tü 2A^^Tja -(- 2A^ft<‘> = 9 

oder für die Ebenencoordinaten und die Punktcoordinaten Xi 
+ ••• + + •• = 0 . 

Man kann sie auch in der Form schreiben « 


"11- 

"l2- 

"| 3 > 

"14, 

I. 

"|2> 

"32 > 

« 23 , 

"24. 


“13. 

" 23 ' 

"33 > 

"314 

^3 

"l 4 > 

"24 . 

" 34 " 

"44 > 


1 . . 

I2 • 

I3 • 

t 

"4 • 

0 


80. Die Bedingung, unter welcher die Fläche von 
einer durch 

IjX, -f ^2*'2 + l3*^3 + + 12^2 + ^ 

gege|benen Geraden berührt wird, oder die Gleichung 
der Fläjche in'den Stra hl encoordinalen (l,»;»- — <les 
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Art.51., können wir erhalten, indem wir zwei der V'eränderlichen 
zwischen den Gleirlinngen der Linie und der rileichung der Fläche 
eliminieren ulid die Bedingung bilden, fnr welche die resultierende 
qnadratisclic Gleichung gleiche Wurzeln hat. Das Resultat ent- 
hält die Coefficienten der quadratischen Gleichung im zweiten 
Grade und ist zugleich eine quadratische Function der Determinan- 
ten (Ijt/j — IjZ/i). ( 6 |’i 3 — Is’li)« - welche nach Art. 51. durch 
Pi 2 ’ /'i 3 > vertreten werden. Das Resultat ist dann 

.S(n,,njj '’m “ 53 ) /’24A’31 

“H 2-^'’|2“34 (P 14 P 23 /'|.3P24)‘ 

Ma 4 i kann diese Bedingung auch i 4 i der Form schreihen 


«11- 

«12- 

«43» 

«14- 

ll- 

’il 

<l\2> 

«22- 

«23- 

«24- 

^2» 

’l2 

"I3- 

«23 - 

«33- 

«34 - 

t 

>3* 

*13 

«14- 

«24- 

«.14- 

«14- 

t 

* 

»il 

l| t 

I2 - 

I3 > 

5| - 

0 , 

0 

>h . 

»?2 - 

»l3 - 

’/l - 

0 . 

0 


Wenn in der Bedingung des letzten Artikels die Substitution 
I. ~1- Xijf für Si vollzogen und dann die Bedingung gebildet wird, 
unter welcher die dadurch entspringende Gleichung in 1 gleiche 
Wurzeln hat, so ist das Resultat identisch mit dem Producte der 
Discriminantc in die Bedingung dieses Artikels. Denn die zwei 
Ebenen, welche duixh eine gegebene Linie gehen und eine Fläche 
zweiten Grades berühren, fallen zusammen, ebensowohl wenn jene 
Linie eine Tangente der Fläche ist, als wenn die Fläche einen 
Doppelpunkt besitzt. 

Die Fläche ist in diesem Sinne ein specieller Strahlcncomplcx 
zweiten Grades; wie denn die durch einen Punkt gehenden und 
die in einer Ebene liegenden Strahleii desselheii respective einen 
Kegel und eine Curve zweiten Grades bilden. (Art. 53.) 

Die Durchführung und Interpretation der Entwickelungen der 
Art. 75 f. für die quadratische Gleichung in den veränderlichen 
li also für die Fläche zweiter Klasse hat nach den Erörterungen 
der Art. 38., 51. keine Schwierigkeit; wir empfehlen sic dem Leser. 
(Vergl. Art. 122 f.) 
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Classificatiou der FlJlcheu zweiten Grades. 


81. Es ist die Aufgabe dieses Kapitels, die allge- 
meine Gleichung zweiten Grades auf die einfachste 
Form zu reduciereu, deren sic fällig ist, und die ver- 
schiedenen Flächen zu unterscheiden, welche sie dar- 
stellen kann. 

Wir beginnen die Uiilersiichung unter der Voraussetzung, 
dass die ini Art. 67. durch bezeichnele Grösse niclit 
g leich Null sei. 

Indem wir die Gleichung zu parallelen Axen durcli 
das Cenlrum transformieren, verscliwinden die Coefficienten 
"n, °u> "31 dieselbe erhält die Form 

«11^’ + Ojzy’ + + 2«, 3.« -f 2«,3.ry -f o„'=0, 

wenn wir durch a^^' das Resultat der Substitution der Coordinatcn 
des Centrunis in die Gleichung der Fläche bezeichnen. Indern 
man erinnert, dass 

20’ = xU,' + y’V.; -f ZV 3 -f wU; 
ist und dass die Coordinaten des Centrums die ersten drei Glie- 
der Ul, ü.,', verschwinden machen, berechnet man leicht, dass 

_ ' “11 + "24-^51 + «34 + «44 ^ 

- 

-*I4 '^44 

ist, wieder in den Bezeichnungen des Art. 67. 

82. Nachdem man durch Transformation zu parallelen Axen 
die CoefQcienten von x, y, z auf Null rcduciert hat, kann man 
durch eine Richtungsänderung der Axen unter Bei- 
behaltung des Centrums als Anfangspunkt auch die 
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Cocrricicii teil von yz, zx, xy ziim Verscliwinden brin- 
gen und so die Gleichung auf die Form reducieren 
a^^x‘‘ -f aj./!/’ + ri^s’z^ + «u' = f*- 
Es kann nacli Art. 17 . leicht nachgewiesen werden, dass zum 
Vollzug dieser Reduction über eine hinreichende Anzahl von Con- 
stanten verfügt wird; wir ziehen es aber vor, nach Analogie ent- 
sprechender Entwicklungen in der „Analytischen Geometrie der 
Kegelschnille“ zu zeigen, dass gewisse Functionen der Coef- 
ficienten beim Uehergang von einem rectangulären 
Axensysiem zu einem andern unverändert bleiben 
und dass die neuen Goeffic ienten n,,. Oj,, «^3 mittelst 
derselben ausgedrückt werden können. 

Wenn wir voraussetzen, dass die allgemeinste Transformation, 
welche von der Form 

a- = -f -f v£, y = -j- fi'y -f- vV , 

r = A £-|- p £-j- vj/ 

ist, die Function 

+ o.3jy’ + «331’ -j- 2«33yt -f 2a, 31a; -f- 2o|jr</ 

in _ 

a,,'a;’ -f- 033' z* -f- ‘la^iyz -f- 2 <l^^'^x -f 2a,./xy 

überführt, was wir durch V = ü ausdrücken wollen, so habcu 
wir unter der V'oraiisselznng, dass beide Systeme rectangulär sind, 

a-’ + y= + z’ = x’ + ?-fI=, 

welches durch S = S darge.stellt werden mag. 

Für eine beliebige Constante k ist in Folge dessen 

{/-f A S= ü+ kS, 

und wenn die linke Seite dieser Identität in Factoren zerlegbar 
ist, so muss es auch die rechte Seite sein, d. h. die Discriminan- 
ten beider Polynome V -}* AS, p kS müssen für den näm- 
lichen W'erth der Constanten k verschwinden. 

Nun ist die Discriminante von {U + kS) 

A* (a,, + 03J -f 033) k (a„a.,, -f -{- 0330,, — — 0,3’ —a,,’) 

(a, ,032033 -j- 20330,30,3 

und die Vergleichung der Coeflicienten der verschiedenen Potenzen 
von k in diesem und dem Ausdruck der andern Discriminante 
liefen für die Ueberführung der Gleichung von einem 
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S y s I e III r e c l a II g 11 1 ä r e r A x e ii zu c i ii e ni andern die Be- 
dingungen 

"ll + "28 + "33 = "l/ + "22’ + "33". 

"22"S3 “I“ "3S"ll “f" "ll"22 "23* "|3^ "|2* 

= 022 "33 “H "33 "11 ~t“ "ll “22 "23 ^ "l3 * "12 '» 

“l)“22"33 "f" ^“23"l3“l2 "ll"23^ “22"l3‘ ®33"l2'* 

= a,, 022 «33 “l“ ^"23 “l3"l2 "11 “23^ "22"l3* ®33 "l2 **)• 

83 . Biese drei Gleicliiingeii geslalten sogleich die 
Bestimmung derjenigen Transrurmalioii, für welche 
die Coefficienleii Ojj, 0,3, «,2 verschwinden, denn sie 
bestimmen die Coefricienten der cubischen Gleichung, 
welche die neuen Werthe a,,, u.j^, a^j zu ihren Wurzeln 
hat. Dieselbe ist daher 

— (“1 1 + "22 + "33) “11'“ + ("22 "33+ "33"l 1 + "1 1"22— "23“ — "13^— "12 
(«11 «22 "33 ^“23 "13 "12 "11 "23* "22 "l3* "33 "12*) “ 

oder in anderer Ausdrucksform 

(“11 "ll)("ll “22)("lt "33) "23*("ll "11) "|3^("|I "22) 

"l2*("tl “33) ^ "23"l3"l2 ~ 

Cauchy hat folgendermassen bewiesen, dass die sämmtlicheii 
Wurzeln dieser Gleichung reell sind. Sie sei in der Form 
("11 "11) {(“11 "22) ("11 "33) "23* } "l3*("ll "22) 

"l2*("ll "33) ^ "23®13"l2 

geschrieben und a, ß sollen die Werlhe von bezeichnen, für 
welche («,,' — Oj.) — «33) — «33^ = 0 wird; dann ist die 
grössere dieser Wurzeln a nothwendig grösser und die kleinere 
ß nothwendig kleiner als jeder der Werlhe «j, und O33.***) Durch 

*) Die Bildung der cntspreci»enden Oleiclmngen für schiefwinklige 
Coordinatensysteme hat keine Schwierigkeit. Nach Art. 19. Hnb.<itituic- 
ren wir dann für S 

ar* -f* y* 4" •* 2 yi cos X cos fi -f- 2xi/ cos v, 

und 'indem wir genau so wie im Texte verfahren, erhalten wir eine In 
X* cubische Gleichung, deren CoefBcienten durch die Transformation 
ihr gegenseitiges Vcrhaltniss nicht Undern. 

••) Es ist dieselbe cubische Gleichung, die wir ira Art. 72 erhalten 
haben. 

***) Mau erkennt diess entweder durch wirkliche AulUisnng oder 
durch die succcHsivcn Substitutionen <i|/ *= cX», «n* =* «’m» "i/ “ 

— OO, als welche die UcsnlUte 4-, — , — , -j" geben, zum Beweise 
dass die eine der Wurzeln grös.ser als und die andere kleiner als ist. 


!)4 
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die Subsliliilion «, 1 ' = o rediieiert sirli dann die gegebene fiibiselie 
Gleicbnng auf 

— {(f' — «-.-?) « 1 . 1 ’ + ~ «■.:i"i3"i5 + (« - «:o) « 12 ’} . 
in welcber Fonn die innerhalb der Klaiimicrn stehende Grösse 
ein vollständiges Uuadrat ist, weil man bat 

(“ — “22) (“ — «33) = “23*: 

d. b. das Hesullat dieser Substitution ist wesentlich negativ. Für 
die Substitution = /3 erlifdt man hingegen den Werth 

("22 “ ß) "l3^ ^ “23"l3"l2 (“33 ß) "12^’ 

auch ein vollständiges Quadrat und somit wesentlich positiv. Da 
somit die Suhstilutionen a,,' = (X>, o,|'=«, 0 ^' = |3, 
« 11 ' = — 30 abwechselnd positive unil negative Hcsul- 
ta te liefern , so li at die Gle ich un g drei r ee Ile W u rz ein, 
welche zwischen den durch jene Suhstitutionen be- 
zeichneten Grenzen liegen. Dieselben sind die Coefficienten 
von x’, !/•, I* in der transformierten Gleichung, es ist aber wiil- 
kürlicb, wehdie von ihnen wir als den Coefücienten von x'^ oder 
y- nehmen, weil wir jede der. Axen als Axe der x bezeichnen 
können. 

Den Beweis eines allgemeineren Satzes, von welchem dieser als 
ein specieller Fall erscheint, findet man in den „Vorlesungen“ XV. 

84. Die Flächen zweiten Grades werden nach den 
Vorzeichen der Wurzeln der vorbesprochenen euhi- 
schen Gleichung classificiert. 

I. Wenn alle ihre Wurzeln positiv sind, so kann die 
Gleichung in die Form 


«,ix’ + «.jj'y- + «33'^’ + "11' = ***) 
gebracht werden. Die F'läche bestimmt dann in jeder der drei 
Axen reelle Abschnitte und wenn man dieselben durch a, b, c 
respertive bezeichnet, so kann die Gleichung in der F'orm 


~i ,,2 ,2 

— 4-^-4- ‘ 

„2 -r jv T ^2 


= 1 


geschrieben werden. Da es willkürlich ist, welche der Axen zur 


^ negativ vorauagc- 

setzt. Wäre e» positiv, so Undeni wir die Zeichen der Gleichung, 
wäre es Null| so stellt die Fläche einen Kegel dar. (Art. 67.) 


•) Im Folgenden wird /7,n 


J 


Art. 81 
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Axe der x gfiwälilt wiitl, so wollen wir voraiisselzeii , dass der 
Absclinilt a, welcher der Axe iler x angehörl, der längste und der 
Ahsrhnitt c, welcher der Axe der i angehörl, der kürzeste sei. 
Durch Transformation zu l’olarcoordinaten wird die (ileichnng 

1 eos-ir cos’/J ros-j' 

"3 " 9 “1 J’i “ 1 ' ’i * 

u‘ w C' 

und kann also, wegen cos^« -|- cos'^^ -}" fos'/" = 1 h' jede der 
Formen 


1 

1 , 

/ 1 

1 > 

) COS'^ -f- 

/I 1 \ 


= ^ 


— (7 z 

(7 ~ flV 

1 

1 / 

< 1 

1 'i 

1 COS'*« — ( 





«V 

kC* b- ) 


geschrieben werden, aus welchen sogleich erhellt, dass a der 
grösste und c der kleinste Werth des Iladius vertors ist. Die 
Fläche ist demnach in jeder Dichtung begrenzt und 
wird als Ellipsoid bezeichnet. 

Jeder ebene Querschnitt derselhen ist eine Ellipse. Der einer 
Ebene z = k entsprechende Schnitt ist 

_ A-2 

a ‘ 6- c2’ 

und für alle k c existiert daher kein reeller Schnitt mehr, 
oder die Fläche liegt ganz zwischen den Ebenen ^ 

Aehnliches gilt für die andern Axen. 

Wenn zwei der Coeflicienten z. B. a und b einander gleich 
sind, so sind alle Schnitte durch Ebenen, die der xy-Ebene pa- 
rallel sind, Kreise; die Fläche ist eine llmdrehungsfläche, 
erzeugt durch Umdrehung einer Ellipse um ihre grosse 
oder um ihre kleine Axe, je nachdem die gleichen 
Co ef ficie n t e n die beiden grösseren oder die beiden 
kleineren sind. Man bezeichnet diese Flächen als das ver- 
längerte und das abgeplattete Ellipsoid. 

Wenn alle drei Coeffleienten einander gleich sind, ist die 
dargestellte Fläche eine Kugel. 

85. II. Sei eine der drei Wurzeln der cubischen 
Gleichung negativ. 

Die Gleichung kann dann in der Form 




Of) 
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geschrieben werden, wo o > i i.sl, und man sieht, dass die .\xc der 
z die Pläclie nicht in reellen Punkten schneidet. Die Polargicichung 

1 cos’« cos’jS cos’y 
p’ a’ ' 6’ c’ 


zeigt, dass der Iladius vcctor die Fläche schneidet oder nicht 
schneidet, je nachdem die rechte Seite der Gleichung positiv oder 
negativ ist; und dass rerner für die Voraussetzung, dass sie gleich 
^uil oder dass g = oo sei, ein System von Radien vectoren er- 
halten wird, welches die Durchmesser, die die Fläche schneiden, 
von denen trennt, die sie nicht schneiden. Durch Rückgang zu 
den rechtwinkligen Coordinaten wird ans ihm die Gleichung des 
Asymptotenkcgels erhalten 


5 : 4. 'J 

, t "r i'i 


,7 

— = 0 . 


6’ c‘ 

Die ebenen Schnitte der Fläche, welche der Ebene der xy 
parallel sind, sind elliptisch, diejenigen, welche den beiden andern 
llauptcbeneu parallel sind, hyperbolisch. Da die Gleichung des 
elliptischen Schnittes für die Ebene z = k durch 


+ 


,3 l2 


gegeben ist, so entspricht jedem Werthe von k ein reeller Durch- 
schnitt und die Fläche ist daher ohne Untcrhrcchung. 
Man nennt sie ein einfaches Hy per hol nid oder ilyper- 
holoid mit einer Mantelfläche. 

Für a — b erhält man eine Umdrehungsfläche der- 
selben Art. 

86. III. Wenn zwei Wurzeln der cubischen Glei- 
chung negativ sind, so kann die Gleichung in der Form 



geschrieben werden. 

Djc der Ebene yz parallelen Querschnitte sind Ellipsen, für x—k 

•v’ . _ 1- 

6’ ^ c’ 


die Schnitte, welche den beiden andern llauptcbenen parallel ge- 
führt werden, sind Hyperbeln. .lene Ellipse ist nicht reell, so 
lange die Gonstantc k zwischen den Grenzen -|- a und — a liegt; 
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jede Ebene x = k, für welche k aiisserlialii jener Grenzen liegt, 
schneidet aber die Fläche in einer reellen Gurve, d. i. kein Tlieil 
der Fläche liegt zwischen den Ebenen x = + a, die Fläche 
besteht aus zwei getrennten Theilen, weiche ausser- 
halb dieser begrenzenden Ebenen liegen. Man nennt 
sie das zweifache Hyperboloid oder das Hyperboloid 
mit zwei Mantelflächen. Für b = c hat man die llin- 
dreiiiingsfläche derselben Art. 

Die Anschauung der Umdrehungsflächen bietet eine sehr ein- 
fache Unterscheidung zwischen beiden Arten von Hyperboloiden 
dar; denn wenn eine Hyperbel um ihre transversale Axe gedreht 
wird, .so besteht die erzeugte Fiärhc nothwendig aus zwei ge- 
trennten Theilen; sie ist aber ein einfaches Hyperboloid, wenn 
die ronjugierte Axe zur Drehungsaxe gewählt ward. 

IV. Unter der Voraussetzung, dass alle drei Wurzeln 
der cubischen Gleichujig negativ sind, nimmt die allge- 
meine Gleichung die Form an 

„1 -2 

- 4-^ = 

„2 -r ^2 -r 

der durch keine reellen Werihe der Goordinnten genügt wird. 

V. Wenn das absolute Glied den äVerth Null erhält, so haben 
wir den G|rcnzfall der Kegelfläche; die^Formen I und IV 
geben die Gleichung 


? ' -f -f 

„2 -r T 


= 0 , 


welcher keine andern reellen Werthe der Goordinaten Genüge lei- 
sten als a: = j/ = 2 = 0. Den Formen 11 und III entspringt 
die Gleichung der Kegelfläche in der Fom 


a ‘ h 


= 0. 


In dieser Aufzählung sind alle diejenigen Arten von Flächen 
zweiten Grades enthalten, welche ein Gentrum haben. 

Beispiel I. 7a:^ -j- — Ayz — Axy = G. 

Die cubisclie Gleichung der Discriinin.inle ist 

a„'> — 18 n„'= 99 — 1G2 = 0; 

die transformierte Gtelcliuiig zeigt ein Ellipsoid an. 


.T 


+ 2y^ -f 


8ftlmon, anftl. U(*om. il, Raumes. 1. 2. Aufl 
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Beispiel 2. 11 -f- lOi/’ -j- Gi* — ^-xy — -j- 4i.r = 1 2 . 

Die cuMsche Gleichung der Discrimitianle ist 

n',,’ — 27 a',,= + 180 a',, — 324 = 0, 
ilie Iransformiörle Gleichung 2 y’ -|- C r’ = 4, also ein Kllipsoid. 

Beispiel 3. 7a’ — 13i/’ -)- 6z’-(- 24ay-|- 12yi — 12ia = + 84. 

Die cuhisclie Gleichung der Discrhninanle ist 

— 344«',, — 2058 = 0, 
die IransrormiiTle Gleichung 

a’ + 2y’ — 3i* = + 12. 

d. h. je nach dem Zeichen des letzten Gliedes ein einraches oder ein zwei- 
faches Hyperboloid. 

Beispiel 4. 2a’ -f" 3y’ -j- 4z’ -j- Gay -j- 4yi -(- 8ra = 8. 

Die cuhisclie Gleichung der Discriminantc ist 

n',,^ — 9 — 3«',, -|- 20 = 0. 

• 

Die Regel der Vorzeichen von Descartes beweist , dass diese Gleich- 
ung zwei positive Wurzeln hat, indess die dritte negativ ist; die gege- 
bene Gleichung reprüsentiert daher ein einfaches Hyperboloid. 

87. Wir gehen nun zur Betrachtung des Falles filier, 
in welchem = 0 ist. Für denselben haben wir ini Art. 69 
gesehen, dass es dann unmöglich ist, durch Verlegung des An- 
fangspiinkles die Coerncienlen der Glieder vom ersten Grade zum 
Verschwinden zu bringen. Aber es ist olTenbar gleichgültig, oh 
wir wie im Art. 69. mit der Transformation zu einem neuen 
Anfangspunkt beginnen, um die Coeflicienten von a, y, z auf 
Null zu reducieren, oder ob wir zuerst, wie wir in diesem Kapitel 
gelhan, zu neuen Azen mit demselben Anfangspunkt übergehen, 
um das von den Gliedern vom zweiten Grade gebildete Polymini 
auf die Form a,,'a’ -f- “I" “aa"** bringen; da für =0 

die erste Transformalion unmöglich ist, so beginnen wir mit der 
zweiten. Für diese Transformation zeigt der Umsland, dass das 
absolute Glied der rubischeu Gleichung des Art. 8.3. gleich 
ist, sofort, dass eine der drei Wurzeln derselben, d. i. eine der 
drei Grössen «jj', gleich Null sein muss, dass also die 
Glieder zweiten Grades auf die Form o,,'a’ + Ozj'y^ reducierl 
werden können. Und zu demselben Schluss führt die lle- 
merkung, dass = 0 die Bedingung ist, unter welcher das 
Polynom der Glieder zweiten Grades in zwei reelle oder imaginäre 
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Factoreu zerleg bar ist, unter wciclier es also auch als die Summe 
oder DilTerenz zweier Quadrate ausgetlrürkt werden kann. 

Auf diesem Wege wird die allgemeine rileicliung in die Form 
± "j/y* + 2ff|/a: + 2«j,V + 203/1 + a^^ =0 
gelirarbt unil wir köimen dann diirrli Uebergaiig zu einem neuen 
Aiifang.spunkl der Coordinaten die Coefficienlcn von a: und y mit 
Null identisch maclien, nicht aber denjenigen von z, so dass die 
Gleichung auf 

o,,V + OjjV’ + 2(i3,'r 4- a^^ == 0 
reduciert wird. Die Discussion dieser Form bietet folgende 
Fälle dar. 

I. Sei Ojj' = 0 . Die Gleichung enllnält dann z nicht und 
repräsentiert daher nach Art. 25 einen Cylinder, welcher 
elliptisch oder hyperbolisch ist, je nachdem a,/ und Oj./ 
dieselben oder verschiedene Vorzeichen haben. Der Anfangspunkt 
der Coordinaten ist ein Cenirum, weil die Glieder vom ersten 
Grade ans der Gleichung verschwunden sind, aber jeder Punkt 
in der Ase der z hat olTenbar die nämlichen Eigenschaften und 
dieselbe wird daher als die Axe <les Cylinders bezeichnet. Die 
Möglichkeit der Existenz eitler geraden ünie, in der jeder Punkt 
ein Centrum der F'läche ist, wird dadurch angezeigt, dass Zähler 
und Nenner der Coordinaten des Ceutrums gleichzeitig identisch 
verschwinden. (Art. 69 ., Anmerkung.) 

Wenn ausser «3/ auch <i^/ gleich Null wird, so degeneriert 
die Fläche in zwei reelle oder imaginäre sich durchschnci- 
ilende Fi bene 11. 

II. Sei «34’ < 0 . Durch eine Ver.änderung des Anfangspunktes 
bringen wir das absolute Glied auf ilcn Werth Null und reducie- 
ren also die Gleichung auf die Form 

i + 2«3,'r = 0. 

Wirsetzen zuerst voraus, dass das positive Vorzeichen 
Von O3/ gelte, und erkennen, ilass die liurch Ebenen, welcbe 
den Coordinatenebenen az oder j/z parallel sind, gebildeten Schnitte 
Parabeln, die Schnitte von zur Ebene der ay parallelen Ebenen 
aber Ellipsen sind. Man nennt daher die von ihr dargestellte 
Fläche das elliptische Paraboloid. Dasselbe ist olTenhar nur 
nach dem einen Sinne der Axe r ausgedehnt, weil der der 
Ebene z = k entsprechende Schnittn|,'ar’-f- = — ^Aoj/ nur 
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dann reell isl, wenn die redile Seile seiner Oleiclinng positiv isl. 
Darnach müssen Oj,' und k entgcgengeselzle Vorzeichen halien, die 
Fläche liegt also hei positivem Oj/ganz auf der negativen Seite der xy 
Ebene und für negatives ganz auf der positiven Seite der- 
selben. 

III. Wenn in der Gleichungsform des vorigen Falles Oj./ das 
negative Vorzeichen hat, so sind diejenigen Schnitte Hyper- 
beln, welche von den zu xy parallelen Ebenen gebildet werden; 
die Fläche wird als ein hyperbolisches Paraboloid bezeichnet 
und man findet wie vorher, dass sie in beiderlei Sinn unbegrenzt ist. 
Der durch die Ebene xy mit ihr bestimmte Schnitt isl ein Paar von 
geraden Linien, zu denen die Asymptoten der vorbczeichneten Hyper- 
beln parallel sind. Diesseits und jenseits dieser Ebene wechseln die 
hyperbolischen Schnitte die transversale und die conjngierle Aze. 
Die Form der Fläche erinnert an einen Sattel. 

IV. Ojj' = 0. Dann sind zwei Wurzeln der cublsrhen Gleirh- 
nng der Discriminante gleich ^ull und die allgemeine Gleichung 
nimmt die Form 

a,,V + 2aj,'y + 2a^'z + = 0 

an; und indem man die Axen der y und z in ihrer eigenen 
Ebene verlegt, so dass die Ebene a^i'y -f- «a/i = 0 und eine 
zu ihr normale durch die Axe der x zu Goordinatenebenen wer- 
den, reduciert sie sich weiter auf 

fl,,V + -f = 0, 

welche nach Art. 25. einen Cylinder mit parabolischer 
Kasis darstellt. 

V. Wenn auch Oj,' = 0, Og,' = 0 sind, so wird die 

Gleichung a^'x^ a^, = 0 in Facloren zerlegbar und bezeichnet 

ein Paar von parallelen Ebenen. 

88. Die Ausführung der Reduction der Gleichung 
eines Paraboloids auf die Form 

o,,V 4- « 22 V- + 2a.„'z = 0 

wird durch die Renierkiing abgekürzt, dass die Dis- 
criminantc eine Invariante ist, d. h. eine durch Trans- 
formation der r.oordinaten nicht allerierte Function *), dass .sie 
also wie die Discriminante der schon rediicierlen Form auch für 

*) Vergl. „Vorlesungen“ Artikel 72., 74. 
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die allgemeine Gleichung gleich — «jj' «j,'® sein muss. 
Da nun a,,' und a,,' als die beiden nicht verschwindenden 
Wurzeln der cubisehen Gleichung bekannt sind, so ist auch a,/ 
bekannt. 

Die Berechnung d e r D i s c r i m i n a n t e ferner wird in 
diesem Falle durch den Umstand erleichtert, dass sie 
ein vollkommenes Quadrat ist*). 

Wir wählen ein Beispiel; für die Gleichung 
öa:^ — 6zx -j- 4a^y -j- 2 a; -f* 4y -{- ß» = 8 

ist die cubische Gleichung der Discriminante — 14A =0, 

ihre Wurzeln also sind A = 0. 7, — 2; man hat = 7, 

“i? = 2. 

Die Discriminante ist in diesem Falle (o,^ -|- 2«j, — 3a., 
also für die hier geltenden speciellen Werthe a,, = 1, aj,=2, a.i 4=3 
, 4 

gleich 16; daher ist 14a 3 , ^ == 1(3, Oj,' = — ^ und die redu- 

8 

eierte Gleichung 1 — 2y* = A. 

j/14 

Ohne die Eigenschaften der Discriminante anzuwenden, h.ätten 
wir nach dem Verfahren desArt. 72. die den Wurzeln der cuhischen 
Gleichung 0, 7,-2 entsprechenden Hauptebenen bestimmen 
müssen, 

a:-f- 2y — 3i = 0, 4a: -j- y -)- 2i = 0, 

X — 2y — z = 0; 


wir hätten, weil die neuen Coordinaten respecitve normal zu die- 
sen Ebenen sind. 

4 j -|- y -|- 2 1 = A' )/2l , X — 2y — z = l'j/G, 

X -j- 2y — 3i = 2f/l4 

zu setzen und x, y, z durch die neuen Coordinaten auszudrücken, 
so dass die transformierte Gleichung die Gestalt 


7x^ — 2y2 -f- 


24 X 
]/2l 


2y ]/6 


8 

]/T4 


z = 8 


erhält; sie geht endlich durch Uebergang zu parallelen Axen 
durch einen neuen Anfangspunkt in die vorher angegebene ein- 
fachste Gestalt über. 


Vergl. jjVorleaungeu** Ärtikul IGl f. 
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Wenn in dem gctvälillcn Beispiel die Werllie der Coeflicien- 
tcii «,,, a,,, a.,| die Kelatinn 0,4 -f“ -"24 — ^ erfidll 

hätten, so verscliwindel zwar die Diseriminanle indentisch, aber 
die Itednclinn wird mit unverminderter Leiclitigkeit dnrcli die 
Bemerkung vollzogen, dass nun die Glieder in a-, y, z in der Form 
(4.r + y + 2z) + X{x~2,j - z) 
aiisgedrnrkt werden können; so dass z. B. für die Gleichung 
_ y5 -f _j_ ß.^. _|_ ^ 2a- + 2y 4- 2; = 8 

ilie Form 

(4a- + y + 24 = - (a- - 2 y — z)^ + 2 (4.r + y + 2z) 

— 2 (.r — 2y — i) = 24 

entspringt, welche durch die vorher angegebene Transformation in 
21x* — 6y2 + 2x — 2y /G = 24 
übergeht. Die letzte Reduction hat keine Schwierigkeit. 
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VI. Kapitel. 

Ableitung von Eigenschaften der Flachen zweiten 
Grades aus speciellen Formen ihrer Gleichungen. 


89. Wir werden nunmehr ans der Gleichung 

yl 


X‘ 

— 4- — 4- - = 1 
^ ^ c« 


einige Eigenschaften der centralen Flächen zweiten 
Grades ableiten. Diese Ableitung umfasst sowohl Eigenschaf- 
ten der Ellipsoide als der Hyperboloide, wenn wir die Vorzeichen 
von 6’ und als unbestimmt voraussetzen. 

Die Gleichung der Polarebene des Punktes [x, y, z) 
oder die der Tangentenebene, wenn dieser Punkt der 
Fläche angehört, ist nach Art. 68. 

_i_ yy _L 11 _ 1 
„i i- 

Die Normale vom Anfangspunkt der Coordinaten 
auf die Tangentenebene in {oder die Polarebene von) 
(x', y, z') wird nach Art. 32. durch die Gleichung 

1 _ ^ l' 

~ a‘ b* c* 

bestimmt, und die Winkel a, ß, y, welche sic mit den Axen 
bildet, sind durch 

px' „ py pz' 

cos a = cos p = -TTT , cos y = 
ft- 

gegeben, wie man durch Multiplication der Gleichung der Tan- 
gentenebene mit p und Vergleichung mit der Form der Gleichung 
der Ebene 




Jügitized by Google 


104 


^cclmtog Kapitel. Art. OU. 


,x COS « -}■ .’/ ß ~h ^ y = /' 
am leichleslen erkennt. 

Wir können aus den vorigen Gleichungen auch einen Aus- 
druck für die Länge der Normalen in Function der Win- 
kel erhalten, welche sie mit den Axen bildet, nämlich 
cos’ o -{- i’ cos’ ß c- cos’ y. 

90. Man soll die Bedingung finden, unter welcher die 
Ebene 

-f Ji -f w = 0 

die Fläche b e r ü li r t. 

Die Zusammenstellung dieser Gleichung mit der der Tangen- 
tialebene 

ft’ c’ ~ 

liefert die Relationen 

^ ^ y ^ £ cf 

a (0 * ft a’ c 10 


und damit die geforderte Bedingung in der Form 

«’S’ + hW + c’f’ = <b’. 

Auf demselben Wege erhält man als die Bedingung, unter 
welcher die Ebene 

|x -f 4- fj = 0 

(len Kegel 

,.2 *2 

^ +72 - 
a’ 6’ c’ 

berührt, 

«’J’ + ft’i;’ - c’f’ = 0; 

wie auch als specieller Fall des Art. 79. hätte gefunden werden 
können. 

91. Die Normale der Fläche ist eine im Berührungs- 
punkte auf der Tangentenebene errichtete Perpendi- 
culare. Ihre Gleichungen sind offenbar 

o’ . ft’ . c’ 

X y 4. 

Wenn wir den gemeinschaftlichen Werth dieser Ausdrücke 
durch R bezeichnen, so ist 

Rx’ , Ry , Rz 


X 


X 




ft’ ’ 
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und wir fliiden durch die Additiuii der Quadrate dieser Werihe, 
dass die Länge der Normale zwisclien [x, tj, z) und dem he- 

liebigen Punkte (ar, y, t) in ihr = -j ist. Wählen wir den 

Punkt (x, y. z) als den Schnittpunkt der Normalen mit der Ebene 
xy, so ist z = 0 und die letzte der drei vorigen Gleichungen 
giebt = — c’, so dass der zwischen dem Perührungspunkl 

c‘ 

und der Ebene xy gelegene Abschnitt der Normalen durch — 

P 

gemessen ist. Aehnliche Ausdrücke gelten für die bis zu den 
Ebenen yz, zx gemessenen Abschnitte. 

92. Die Summe der Quadrate der reciproken Werthe 
von irgend drei zu einander rechtwinkligen Durch- 
messern ist constant. 

Diess folgt unmittelbar aus der Addition der Gleichungen 

1 cos’o cos® 

' I 


6® 


+ 


cos®y 




r 

1 cos® «' . cos® ^ . cos® Y 

T'z = ~ 2 I j2 r 


\ 

o"2' 


a‘ 

s2„ 


cos'«' , cos’/J" , cos®/' 
^ 6®~ “• 


denn wegen cos® a -|- cos® a -|- cos® o" = 

1 4. 1 4. 1 1 ^ 1 

lÄ + + T?'2 — 72 + - 


1, etc. erhält man 


9 


6® c' 


1 


93. In gleicher Weise ist die Summe der Quadrate 
der Normalen, welche man vom Centrum auf drei zu 
einander rechtwinklige Tangen teneben en fällen kann, 
constant Denn die Addition der Gleichungen 


p® = n® cos® « -(- 6® cos® ß cos® y , 

p'® = o® cos® a -)- Ä® cos® jJ' -|- c® cos® y', 

p"’ = a® cos® o" -(- 6® cos® ß" -|- c® cos® /' 

zeigt es. In Folge dessen ist der Ort des Durchschnitts- 

punktes von drei zu einander rechtwinkligen Tangen- 
tenebenen eine Kugelfläcbe; denn das Quadrat seines Ab- 
standes vom Centrum der Fläche ist der Summe der Quadrate 
der drei Normalen gleich, d. h. = o® ä® + 

94. Die Gleichung der dem Durchmesser des Punk- 


P l g ttl ztW ); Googh 
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tes {x, tj, 
ist 


;') der Fläche conjugierlen Diametralebenc 


XX yy ,zt 

„2- + ^ + 


= 0 ; 


(Art. 72.) 


sic ist also der Tangentenebene in diesem Punkte pa- 
rallel. 

Weil jeder in der Diametralebene gelegene Durchmesser dem 
Durchmesser des Punktes (a"', y\ :') conjiigiert ist, so werden 
die Itichtung.scosinus zweier beliebigen conjiigierten Durchmesser 
durch die Relation 

ros a cos «' , cos ß cos ß' , cos y cos y' 

■ -„2 1 I ^2 I 


verbunden. Da diese Bedingung durch die Substitution von 
klr, kc^ für a^, c* nicht gestört wird, so sind zwei 
gerade Linien, welche für eine Fläche 


„2 -t iz -I- g2 ’ 


conjugierte Durchmesser sind, auch 
ähnliche Fläche 


a’ u* 2’ 

P + |t + ^ = ^- 


solche für jede 


Und für k = 0 erkennen wir, dass jede Fläche mit 
ihrem Asymptotenkegel gemeinschaftliche Systeme 
c'onjugiertcr Durchmesser hat. 

Nach Analogie der in dem Falle der Kegelschnitte angewen- 
deten Methoden können wir die Coordinaten irgendeines 
Punktes des Ellipsoids durch a cos A, b cos y, c cos v be- 
zeichnen, wo A, fi, V die Richtungswinkel einer geraden Linie 
d. h. durch die Relation cos’ A -)- cos’ y -j- cos’ v = 1 verbun- 
den sind. Dann sind die geraden Linien, welche zwei conjti- 
gierten Durchmessern entsprechen, rechtwinklig zu einander; denn 
für cos o = n cos A, cos a = a cos A’, ctc. wird die Ictztge- 
schriebenc Relation 

cos A cos A' -f- cos fl cos ft' cos v cos v = 0. 

95. Die Summe der Quadrate von drei zu einander 
conjugierten Halbdurchmessern ist constaiit. 

Denn das Quadrat der Länge eines Halbdurchinesscrs 
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a;’* + y'* + j'* ist in Function von A, y, f 

a* cos* il t'os* y -j- c* cos* v 
1111(1 die Aüdilion dieses Ausdrucks mit den beiden analogen Wertlien 

a* cos* X' -(- 6* cos* y’ cos* v , 

a* cos* X" -f- 6* COS? u" -(- c* cos* v" 

giebt 0* <1* -f" weil i, y, v, etc. die Ricblungswinkel von 

drei geraden Linien sind, deren jede auf den beiden andern 
rechtwinklig ist. 


96. Das Parallelepiped, dessen Kanten drei con- 
jugierte Halb durch messer sind, hat ein constantes 
Volumen. 

Denn für x', y, z'; x", y'\ z'; x" , y"' , z” als die Coordi- 
naten der Endpunkte der drei Durchmesser ist nach Art. 31. das 
Volumen des Parallelepipeds 

\x , y , z \ 

I »• ff ff 




z 

fff 


z 


oder 


= abc 


cos 1 , cos y , cos V 
cos X' , cos y' , cos v , 

I tf ft ft 

, COS fl , cos V 


wo der Werth der letzlgescliriebenen Determinante nach der An- 
merkung des Art. 31. der Einheit gleich ist. 

Wenn a', b' die Axen eines ebenen Centralscbnittes sind 
und p die vom Anfangspunkt auf die zu ihm parallele Tangenten- 
ebene gelallte Normale bezeicbnel, so ist ab'p - abr; denn für 
c als den Halbdurrhmesser des Berührungspunktes und für 6 
als den von ihm mit der Normale gebildeten Winkel ist das 
Volumen des Parpllelepipeds der drei conjiigierten Durchmesser 
a, b', c gleich ab'c cos 9, was wegen c cos 6 — p in den ge- 
gebenen Werth übergeht. 


97. Die so eben gegebenen Sätze keimten mit Leich- 
tigkeit auch aus den entsprechenden Sätzen für Kegel- 
schnitte abgeleitet werden. 

Denn wenn wir irgend drei conjugierte Durchmesser a, b', c 
betrachten und den Diirchmes.ser, in welchem die Ebene ab' die 
Ebene xy schneidet, mit A, so wie den ihm conjugierlen im 
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Schnitl ab' mit C bezcicliiien , so ist A‘‘ = a"^ b"^, iiml 

daher -|- 6'^ = A‘‘ <?’*. 

Da ferner A in der Ebene xy isl , so wird für I) als den 
zu A conjiigierten Dnrcbniesscr in dem dtireli diese Ebene gebil- 
deten Sclinitt die zu A conjugierle Ebene notbwendig die durch 
B lind die Axe c geltende Ebene, und C, c sind dalicr conjugierte 
Durchmesser desselben Sclinittes wie B und c. Daher hat man 

4- c» -f- c'» = ^2 4- 52 _|_ 

und da endlich A'‘- B'^ — 6’ isl, so ist damit der Salz 

bewiesen. Ganz analoge Schlüsse beweisen das auf die Parallel- 
epipede bezügliche Theorem des vorigen Artikels. 

Wir können aber überdiess die bezeicbneleu Sätze 
auch dadurch beweisen, dass wir, wie in der Anmer- 
kung des Art. 82. angedeutet ist, die Relationen ent- 
wickeln, welche für die Transformation des Ausdrucks 


4. y* _l_ ^ 
a'» + + c 


z 


in sebiefw ink ligen Coordinalen zu dem auf rechtwin- 
klige Coordinalen bezüglichen neuen 

_L. 4- f! 


statlfinden. Man findet dieselben wie folgt: 

„Z -f fcZ _|_ = «■* 4- 6'2 4- c'^ 

4“ — b"‘c"^ sin^ A 4" c sin''* fi -|- a"^b"^ sin® v. 

— cos® A — cos®f* — cos® v 4- 2 cos A cos p cos v). 

Die erste und letzte dieser Gleichungen geben die vorher 
erhaltenen S.ätze, die zweite von ihnen drückt aus, dass die 
Summe der Quadrate der von drei conjugierlen Durch- 
messern in Paaren gebildeten Parallelogramme con- 
slant ist; oder dass die Summe der reciproken Wcrlhe der Nor- 
malen zu den Tangentialebenen in den Endpunkten von drei con- 
jugierten Durchmessern constant ist. 

08. Die Summe der Quadrate der Projectionen von 
drei conjugierlen Durclimessern auf eine beliebige 
gerade Linie isl constant. 

Wenn wir voraiisselzen, das die bezeiclincte Gerade die 
Wiiikel a, ß, y mit den Axen bildet, so ist die Projeclion des 
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im l’unkte (a*', y , z) endigenden llalbdurclimessers auf dieselbe 
X cos a y cos ^ -j- Y 

oder nach Art. 94. 

a cos 1 cos B -j" ^ ^'OS |3 -f- c cos V cos J’. 

Auf dieselbe Weise erhält man die Projeclionen der beiden 
andern Durchmesser in der Form 

a ros 1' cos « -j- 6 cos fi cos ^ -f- 
a cos i" cos ot -j- fc cos ft" cos (3 -f" )’> 

und durch Quadrieren und Addieren dieser Ausdrücke entsteht 
a* cos* a -j- <)* cos* ^ c* cos* y, 
zum Beweise des ausgesprochenen Satzes. 

99. Die Summe der Quadrate der Projectionen von 
irgend drei conjugierten Durchmessern auf eine be- 
liebige Fbene ist constant. 

Sind d, dt, d" die drei betracliteten Durchmesser, S, 5', 6" 
die von ihnen mit der Normale der bezeirhneten Ebene gebil- 
deten Winkel, so ist die Summe der Quadrate ihrer Projeclionen 
durch d* sin* fl -|- cT* sin* fl' -f- d"* sin* fl'” ausgedrückt, und sic ist 
constant, weil nach dem letzten Art. d*cosfl*-j-d'*cos*6'-|-d"*cos*6" 
und nach Art. 95. d* -j- d”* -f- d"* constant ist. 

100. Man soll den Ort des Durcbschnittspunktes 
von drei Tangentenebenen bestimmen, welche die 
Kindpunkte von drei conjugierten Durchmessern zu 
ihren Berührungspunkten haben. 

Die Gleichungen der drei Tangentenebenen sind 


a: cos 1 
a 

X cos l' 
a 

X cos 1" 
n 


+ 

+ 

+ 


y cos jt 
b 

y cos ft' 

' b 

V cos u" , 

Sr- -I- 


I cos V 
c 

z cos / 
c 

z cos v" 
c 


1 . 

1 , 

1. 


Die Addition ihrer Quadrate giebt die Gleichung des frag- 
lichen Ortes in der Form 


fl + s'! -1. 

a* ^ b‘ ^ C* 


3. 
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101. Die Lüiigeii der Axen eines ihircli das Centruin 
gehenden ebenen (Jnersclinills zu finden. 

.Man kann leicht die (|iiadratische Gleichung bilden, deren 
Wurzeln die reri)iniken Werihe der Ouadratc dieser Axen sind, 
«enn die Summe und das Product dieser Grössen gegeben sind. 
Sind nun «, ß, y die Winkel, welche die Normale der gegebenen 
Ebene mit den Axen bibiet, und bezeichnet P den durch die 
Fläche des Ellipsoids in ihr hestimmicn Abschnitt, so haben wir 
nach Art. 92. 

± i + -l + X- 

also 

11 cos^« rns^ß cos^yN 

a'^ 6 * \ b^ c* /’ 

während nach Art. 9C. 

1 /)’ cos’« cm'^ß cos-’y 

«"■'/y* rt’i’c’ 6’c’ c’o’ ' n’i’ 

ist. Die fragliche quadratische Gleichung ist daher 
1 1 /sin’« sin’fJ sin’y\ cos’« cos’ft cos’y 

— ) + fcV oV “ " 

und sie kann, wie leicht erkannt wird, auch in der Form 

o’cos’o fc’cos’^ c’cos’y 

+ b‘—>^ l’-r’ ’ 

geschrieben werden. Man erhält dieselbe auch aus den im näch- 
sten Artikel zu entwickelnden Grundsätzen. 

102. Durch einen gegebenen lladius Oli einer cen- 
tralen Fläche zw eiten Grades kann im Allgemeinen ein 
Schnitt gelegt werden, für welchen OP eine Axe ist. 

Wir beschreiben mit OP als Halbmesser eine Kugelfläche und 
denken einen Kegel, der das Genirum zum Scheitel und den Dnrch- 
schuilt der gegebenen Fläche und der Kugel zur l.eitcurve hat. 
Eine durch den lladius OP gehende Tangentenebene dieses Kegids 
bestimmt mit der Fläche einen yuerschnitt, welcher OP zur Axe 
hat. Denn in demselben ist OP dem nächstfolgenden Radius 
gleich, da beide Ilalbmesser der nämlichen Kugel sind, unil ist 
somit ein Maximum oder Minimum unter den llalbme.ssern des 
Schnittes; während die Tangente des Schnittes im Punkte P zu 


Di,!' - 3 by Gongb 



Ebene Suhnitto von gegebner HnnptaTe. Art. 102. 


111 


OR normal ist, weil sie aucli der Tangcnlciiebeiie der Kugel aii- 
geliört. OR ist daher eine Axe der SeliniUcurve. 

Die Gleichung des Kegels kann gebildet werden, indem man 
die Gleirlumgen 


a ‘ b '^ 




7i 


= 1 


+ ,.2 + 

von einander subtrahiert; man erhält 


Wenn die Ebene 

X cosot y cosjS -f" * cosy = 0 

eine Axe von der Länge r besitzt, so muss sie diesen Kegel 
berühren und die Bedingung, unter welcher diess statlflndet, ist 
nach Art. 90. 


cos’ tt 


+ 


b’ cos’ ß I oos’ y 


d. i. die im letzten Art. gefundene Gleichung. 

Nach derselben Methode können die Axen eines beliebigen 
Schnittes der durch die allgemeinere Gleichung 

«II*'' + “n'/ + «3:i’'' + + 2n,3ra: + 2a,,,ay = 1 

gegebenen Fläche bestimmt werden. 

Der durch die Sclinittcurve derselben mit der Kugel 

^ (-r’ + y’ + z’) = I 

bestimmte Kegel ist 

(«I I — ^)y^+(«33— ’’ +2«33y ’+2« , 32 a:-f- 2 «, .,*// = 0 ; 
lind wenn i den reciproken Werth des Quadrats einer Axe des 
Schnittes repräsentiert, welchen die Ebene 

X cos « -j- y ros I? -j- t cos y = 0 
bestimmt, so muss diese Ebene den Kegel berüliren, dessen Gleit h- 
niig so eben geschrieben wurde. Nach Art. 79. kann die Be- 
dingung, unter welcher diese Berührung staltOndel, in der Form 



1 «1! 

«12 - 

«13 » 

cos 

a 


«12 ■ 


«23 > 

ros 

ß 


«13 ■ 

«23 > 

«33 

ros 

y 

1 

COS tr , 

COS (J . 

COS y , 

0 
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geschrieben werden, welche durch Entwicklung die quadratische 
Gleichung 

1’— 1 {(ajj + a 33 )cos’« -f- (a 3 ., + a,,)cos2|S + (n,, + cns’y 
— 2 oj 3 cosjS cosy — 2a , 3 cosy cos« — 2a, j coso cos/SJ 

+ ("jj“33 — “23*] + — «13*)C«S*/^ + (“l 1«22 ~ “l2*) C“»*)' 

+ 2 (a, 3 a,j — a„aj 3 )cos/Scosy + 2 (a„aj 3 — a, 2 a, 3 )cosycoso 

+ 2(a23an — a33ni2)cosaCOS/S = 0 

ergieht. 

103. Wir gehen zur Untersuchung der Frage weiter, oh es 
möglich ist, eine Ehcne zu bestimmen, welche ein 
gegebenes Ellipsoid in einem Kreise schneidet. Nach 
dem früher gegebenen Beweis der Aehnlichkeit aller parallelen 
Schnitte (Art. 73.) genügt es, Schnitte zu betrachten, deren Ebe- 
nen durch das Cetitrum der Fläche gehen. 

Denken wir nun einen Gentralschnitt, der ein Kreis vom 
Halbmesser r ist, und sei mit demselben Radius eine concentrische 
Kugel beschrieben, so ist nach dem Vorigen 



die Gleichung eines Kegels, der das Centrum zum Scheitel hat 
und durch die Durchschnittscurve der Fläche mit der Kugel hin- 
durchgeht. Haben aber beide Flächen einen ebenen Schnitt ge- 
mein, so muss diese Gleichung nothwendig zwei Ebenen reprä- 
sentieren und es muss also einer der Coefticienten von ;/- 
oder i’ in der vorigen Gleichung identisch verschwinden. Der 
fragliche ebene Schnitt muss daher durch eine der drei Axen 
hindurchgeheii. Für r = b verschwindet z. ü. der CoefOcient 
von und man erhält 



eine Gleichung, welche zwei Ebenen des kreisförmigen Schnittes 
repräsentiert, die durch die yAxe hindurchgehen. 

Diese Ebenen werden leichtconstruiert, indem man 
in der Ebene der xz die beiden der Axe b gleichen 
Halbdurchmesser zieht; jeder derselben bestimmt mit 
der Axe der y eine jener Ebenen. 

In derselben Weise können durch jede der andern 
beiden Axen zwei Ebenen dieser Art gelegt werden, 
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aber in dem Kalle des Ellipsoiils sind diese Ebenen simiintlieli 
imaginär; denn in der Ebene xy kann kein der Axe c gicieher 
Ilalbdurcliincsser bestiinnil werdet), weil der kleinste llalbdureh- 
messer ihres Scbnitics = h ist; und ebenso existiert in der Ebene 
ijz kein Halbdurebmesscr gleich «, weil der grösste der llalbdnrcb- 
niesser ihres Schnittes nur = b ist. 

In dem Falle des Hyperboloids mit einer Mantelfläche ist c‘‘ 
negativ und die durch die Axe a gebenden Schnitte sind reell. 

Für das Hyperboloid mit zwei Mantelflächen sind 6^ und 
negativ und für r‘ = — (vorausgesetzt, dass b^ kleiner ist als 
c^) erhalten wir die beiden reellen Schnitte 




Diese beiden durch das Centrum gehenden reellen Ebenen 
schneiden die Fläche nicht, aber die zu ihnen parallelen Ebenen 
schneiden sie in Kreisen. 

In jedem Falle erhallen wir nur zwei reelle durch 
das Cenlrum gehende Ebenen der Kreisschnitle und 
den Systemen der zu ihnen parallelen Ebenen entspringen zwei 
verschiedene Systeme von Kreisschnitlen der Fläche. 


104. Zwei Flächen, in deren Gleichungen dieCoef- 
ricienlen von x^, y‘, nur um eine Conslanle diffe- 
rieren, haben die nämlichen Kreisschnitle. 

Es erhellt diess für die Gleichungen 

Ax‘ + + Cr’ = 1 

{A + H) x‘‘ + {B + H] -/’ + (t + H) r’ = 1 


iininillelbar aus der Formel des letzten Ailikels. 

Mau erkennt es auch aus den Polargleichiingen dieser Flä- 


chen 


1 

1 


= A cos’ « ^ (J -j- C cos’ y. 


= A cos’ « cos’ ß C cos’ y H; 


aus denen sofort erhellf, dass die Differenz der Quadi'alc der re- 
ciproken VVerlhe entsprechender Kadien vccloren beider Flächen 
conslanl ist. Wenn daher in irgend einem Querschnitt der einen 
F'läche der Radius vector consfant ist, so muss diess auch vom 
Radius vector der andern gelten. 

Salmon, aual. Geom. d. Ranmex. I. 'i. Aufl. 
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Ille nämltclic liclraclitiing zeigl auch, dass jede 
Ebene mit beiden Eläcben Schnitte von denselben 
Axen bestimmt, weil der grösste und kleinste Werth des Ua- 
ilius vector in liciden Schnitten den nämlichen Werthen von a, 
ß, y entspricht. 

Die Ebenen der Kreisschnitte eines Kegels sind 
daher die nämlichen wie die der aflge meinen Fläche 
zweiten Grades, für welche er asymptotisch ist. 

105. Je zwei Kreisschnitte einer Fläche zweiter 
Ordnung, welche verschiedenen Systemen angehüreii, 
liegen auf derselben Kugelfläche. 

Die beiden Ebenen der Schnitte sind den durch 



repräsentierten Ebenen parallel. Da nun die Gleichung zweier 
Ebenen sich von der Gleichung zweier Paralleiebenen nur in den 
Gliedern vom ersten Grade unterscheiden kann, so muss die Gleich- 
ung der Ebenen zweier beliebigen Kreisschnitte von der Form 



die Gleichung einer beliebigen Ebene ist. Die Suhtraction dieser 
Gleichung von der Gleichung der Fläche, welcher jeder Punkt des 
Schnittes ebenfalls genügen muss, giebt aber 


+ >/ + - «. = 0 , 

die Gleichung einer Kugelfläche. 

106. Wir haben gesehen, dass alle parallelen Schnitte einer 
Fläche zweiten Grades ähnliche Curven sind. Wenn wir eine 
Reihe von Ebenen legen, welche den Kreisschnitten 
der Fläche parallel sind, so ist die äusserste dersel- 
ben die Tangentenebene von gleicher Stellung und 
diese muss daher die Fläche in einem unendlich klei- 
nen Kreise durchschnciden. Man nennt ihren Berüh- 
rungspunkt c i n c n U m h i I i c II s , Nabel- oder K r e i s p u u k t. 
Einige Eigenschaften solcher Punkte werden später erwähnt werden. 
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Die Coordinalen der reellen Krcispunkle künnen 
hier leicht licstimint werden. Wir haben in den ebenen Schnitt, 
welcher diu Axen a und c besitzt, einen der Axe b gleichen 
Halbdiirchnicsser einziilragen und die Coordinaten der Endpunkte 
des ihm conjngiertcn Ünrclniiessers zu linden. Die für Kegel- 
schnitte gültige Formel 6 '* = a* — c*a:* giebt auf die.sen Fall 
angewendet 



also 


— b^ 

-5 i ; elienso 

a* — c* 



b'^ — c- 


Es existieren daher in dem Falle des Ellipsoids vier reelle 
Ki'eispunkte in der Ebene xz und vier imaginäre in jeder der an- 
dern Hauptebenen. 

107. Es ist nützlich, an dieser Stelle anzugeben, wie man 
in derselben Art die Kreissclinilte des durch die 
Gleichung 

_ 2 z 
— b^ c 


gegebenen Paraboloids bestimmen kann. 

Wir denken einen durch den Anfangspunkt der Coordinaten 
gehenden Kreisschnitt vom Radius r und eine ihn enthaltende 
Kugel, die im Anfangspunkt der Coordinaten dieselbe Tangential- 
ebene z = 0 hat, wie das Paraboloid, deren Gleichung daher 
nach Art. 61. die Form 

+ y’ + = 2o3,z 

haben muss. Der von ihr mit dem Paraboloid bestimmte Durch- 
schnittskegel ist durch die Gleichung 

(1 - 9 ^) + y’ (1 + "P + 0 

dargesteilt und diese repräsentiert zwei Ebenen, wenn eines ihrer 
Glieder verschwindet. Diese beiden Ebenen sind reell in dem 
Falle des elliptischen Paraboloids für coj, = a’, weil dann die 
Gleichung auf 6 ’z* = (a^ — 6 ^) 1 / rcduciert wird. In dem Falle 
des hyperbolischen Paraboloids existiert hingegen kein reeller 
Kreisschnitl, denn die nämliche Substitution bringt die Gleichung 
der beiden Ebenen auf die Form von imaginären Factoren 
..j. („z _|_ 6») ,/ = 0. 

8 * 
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1 U) 


Man kann aber nherlianpt Icirlil zeigen, dass kein eliencr 
Sflinitt eines liyperbolisclien l’arnboloids eine gescblossenc Ciirve 
sein kann; denn für seinen Dnrclisehnill inil der Ebene 
: = /x my ti 

erballen wir die l'rojcclion auf die Ebene der xy diireli 
x’ _ y’ _ 2 {Ix +^iy + «) 
ri‘ c 


dargeslellt. und erkennen damit, dass dieselbe nolliwendig eine 
Hyperbel ist. 


108. Wir haben gesellen, dass für einen elliptischen Central- 
sebnilt alle parallelen Schnitte ähnliche Ellipsen sind, und dass 
der Schnitt der Tangentenebene eine unendlich kleine ähnliche 
Ellipse ist. In gleicher Art müssen, wenn der Central* 
schnitt eine Hyperbel ist, die Schnitte aller paralle- 
len F. benen ähnliche Hyperbeln sein und der Schnitt 
der Tangentenebene muss sich auf ein Paar gerade 
Linien red ii eieren, welche den Asymptoten der Cen- 
tralhyperbel parallel sind. Aus der auf ein beliebiges Sy- 
stem conjngierter Durchmesser bezogenen Gleichung 

s', _ 4 = 1 

o b ^ c ^ 


ergiebt sich rür den durch eine der xz parallele Ebene y 
bestimmten Schnitt die Gleichung 

.r* _ . 


dieser Schnitt reduciert sich also für den Werth ß ■= b' auf ein 
Paar von geraden Linien. 


Solche gerade Linien können nur auf dem Hyper- 
boloid mit einer Mantelfläche existieren, weil für die 
Gleichung 


X 


1 


tt 




y'^ 

b"‘ 


= 1 + 


c'-' 


die rechte Seite für keinen reellen Werth von r verschwinden 
kann. Es ist auch geometrisch evident, dass eine gerade Linie 
nicht auf einem Kllipsoiil existieren kann, weil dasselbe eine ge- 
schlossene Fläche ist, und nicht auf einem Hypcrholoid mit zwei 
.Mantelflächen, als von welchem kein Theil in dem zwischen ver- 
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üciliodencii Sjslenicn von zwei parallelen Ebenen enilialtenen llainne 
gelegen isl, wäbreml eine gerade lÄnie denselben doch diireb- 
selzen muss. 

109. Wenn wir die Gicicliiing des Hyperboloids mit 
einer Mantelfläcbe in die l'orm 

a;* ;/* 

a‘ 

bringen, so liegt orfenbar iler Durebsebnitt der bei- 
den Ebenen 

'G+f)=(' + ;) 

ganz in der Fläche desselben und wir erhalten daraus 
für Verse biede ne Wertbe von lein System gerader Li- 
nien in der Fläche; wir erhalten ein zweites System 
solcher Geraden, indem wir den Durchschnitt der 
Ebenen 

(!-T) = ‘(>+f). '(f + 7) = (‘-|) 

b etra eilten. 

Oder in allgemeinerer Form; Wenn a:, = 0, x., = 0, 13 = 0 , 
= 0 vier Ebenen repräsentieren, so ist arjXj = XjXf die Glei- 
chung eines Hyperboloids mit einer Maiiteinäche, welches erzeugt 
werden kann als der Ort der Systeme von geraden Linien, die 
durch die Gleichungen 

X, = Ixj , 1x3 = X, ; X, = /.Cj , Axj = Xj 

repräsentiert sind. Wir merken an, da.ss die Ebenen, wclcbe als 
ihren Durchschnitt die betrachteten Geraden erzeugen, entspre- 
chende Ebenen zweier Uüscbel von gicicbem Doppclverbältniss 
sind, deren jedem zwei von den vier Flächen des Fundamenlal- 
tetraeders und die iiacb dem Einbeilpunkt E (An. 38.) gehenden 
Ebenen als entsprechende Ebenen angehören: also . j4^^.^E] 

uiiil [My Jj - oder (^ 2-^:1 • ('^i -^1 • -^3 

Hyperboloid mit einer Manteiriäche kann daher als der 
Ort der geraden Durchschnittslinicn der cnlsprccheii- 
den Ebenen von zwei Itüscbcin von gleichem Doppcl- 
verhältniss angesehen werden. Wenn die Scheitelkantcn 
beider Büschel sich durchscbneideii, so degeneriert das Hyper- 
boloid in einen Kegel, der jenen Funkt zuin Scheitel hat. 
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In dem Falle der Gleichung 



können die, geraden Linien der Fläche auch durch die Gleichungen 

— = - cos S + sin 0, — = sin 0 + cos S 
a c z c — 

repräsentiert werden. 

110. Zwei bcliehige gerade Linien des Hyperbo- 
loids, welche zu cntgcgengcselzlcn Sysleiiicii gehören, 
liegen in derselben Ebene. 

Betrachten wir die beiden Linien 
.r, — = 0 , Axj — X 4 = 0 ; Xj — A'X| = 0 , A'Xj — Xj = 0 , 

so sind sie beide ofTenbar in der Ebene 

X, — A.V 2 -|- AA’a;j — A'x^ = 0 
enthalten, weil diese Gleichung in jeder der Formen 
(x, — Ax.,) -f- A' (Axj — xJ = 0, 

(x, — A'x^j-f A {A'xj— Xj) = 0 
geschrieben werden kann. 

Es wird in derselben Weise erkannt, dass kein Paar von 
geraden Linien des Hyperboloids, welche demselben 
System angehöreii, in einer Ebene liegen könne; denn 
keine Gleichung eitler Ebene von der Form 

(x, — Axj) -|- k (A.r;| — x^) = 0 
kann mit der andern Form 

(x, — A'xj) -j- // (A'xj — X,) = 0 
für verschiedene Werthe von A und A' identisch werden. 

Auf dem nämlichen Wege sehen wir, dass die beiden gera- 
den Linien 

X z t/ z 

— = — cos 0 — sin 9, — = — sin 9 -I- cos 9, 

a c bc 

X z . , . y b . 

— == — cos 9 + sin 95 , — = — sin ffi — cos ® , 

a c b c 

welche zu verschiedenen Systemen gehören, in der Ebene 

cos i (9 -f 9 ) -f sin ^ (9-f 9 P)= 008^(9-?.)— sinf (9- y) 
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ctiliiallen sind, üicse Ebene ist parallel zu der zweiten Linie des 
ersten Systems 

— == — cos flo — sin g?, , == sin gp 4- cos od, 

a c b C 

aber sie enthält sic nirbt; vielmehr ist die Gleichung einer durch 

diese Linie gehenden und zur vorigen parallelen Ebene 

- cos Jr “I" 9’) i “f" 9’) = ~ if® — 9’) + s'n i I® — 9’). 

also im absoluten Gliedc von jener verschieden. 

111. Wir haben gesehen, dass jede Tangontenebene des Hy- 
perboloids mit demselben zwei gerade Linien gemein bat, welche 
sich ira Berührungspunkt durchschneiden, uml dass sie die Fläche 
in keinem andern Punkte berührt. Wenn wir durch eine 
dieser Geraden eine beliebige andere Ebene legen, 
so schneidet diese die Fläche nothwendig in einer 
andern geraden Linie und berührt sie in dem Punkte, 
in welchem diese Linie jene erste durchschneidet. 

Umgekehrt enthält die Tangentenebene einer Fläche in jedem 
Punkt einer geraden Linie derselben nothwendig diese Gerade, 
aber es ist für jeden andern Punkt dieser Geraden 
eine andere Ebene. Wir erkennen diess aus der Betrachtung 
der Fläche xcp = j/tp, welche die Linie xy enthüll und wo 
gp = 0, ip = 0 Ebenen repräsentieren — obgleich der Beweis 
ebenso gültig bleibt, wenn gp, ip Functionen von beliebigem höheren 
Grade sind. Wir bestimmen mittelst der allgemeinen Gleichung 
der Tangentenebene 

(X - X) U,' -f (jt - y) U,' -f- (z - z) £/,' = 0 

diejenige der Tangentenebene des Punktes ,v = y = 0, z = z' 
und finden als ihre Gleichung x(p =y^', wenn gp' und ip' die 
Resultate der Substitution dieser Coordinalen in die Polynome gp 
ip bezeichnen. Offenbar variiert diese Ebene mit dem Wertbe 
von z'. 

In dem Falle des Kegels gestalten sich diese Verhältnisse 
anders. Jede Tangentenebene schneidet die Fläche in zwei zu- 
sammenfallenden geraden Linien und in Folge dessen ist für alle 
Punkte derselben geraden Linie die Tangentenebene die nämliche 
und berührt die Fläche längs der ganzen Erstreckung dieser Linie, 
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Und allgemeiner, wenn die Gleicluing einer Flädic von der Form 

a'9> + = 0 

ist, so ergielil sich genau wie vorher, dass die Tangentenehene 
in jedem funkte der Linie xy mit x = 0 zusammenßllt. 

112. P,s ward im Art. 108. gezeigt, dass die heiden geraden 
Linien, in welchen die Tangentenehene ein Hyperboloid schneidet, 
mit den Asymptoten des parallelen teniralschniltes von gleicher 
[tichlimg sind. Da aber diese Letzteren offenbar dem asymptoti- 
schen Kegel der Fläche angehören, so ist jede gerade Linie 
auf einem Hyperboloid zu einer der Erzeugenden 
seines Asyinptotenkegels ])aralleL Man erkennt auch 
daraus, dass nicht irgend drei solcher Geraden zu der- 
selben Ebene parallel sein können, weil unter dieser 
Voraussetzung eine parallele Ebene durch das Centrum den 
asymptolischen Kegel in drei Geraden schneiden müsste, während 
derselbe doch nur ein Kegel zweiten Grades ist. 

113. Jede gerade Linie des ersten Systems schneidet, wie 
wir bewiesen haben, alle geraden Linien des zweiten Systems. 

Daher kann umgekehrt die Fläche als durch die 
llewcgung einer geraden Linie erzeugt angesehen 
werden, welche eine gewisse Anzahl fester gerader 
Linien stets durchschneidet*). 

Wir bemerken zuerst, dass die Hewegung einer geraden Linie 
durch drei Bedingungen reguliert sein muss, wenn durch die- 
selbe eine Fläche erzeugt werden soll. Denn da die Gleichung 
einer geraden Linie vier Constanten enthält, so würden vier Be- 
dingungen die J^age derselben vollständig bestimmen. (Vergl. 
Art. 53., Beisp.) Durch eine Bedingung weniger ist die Lage der 
Iduie nicht bestimmt, aber doch so begrenzt, dass die Linie stets 
auf einer gewissen Ortsnäc he liegen muss, deren Gleichung man 
wie folgt hestimmen kann. Für 

X = m: -l- /). y = iiz -f q 

*) Man nennt eine Flache, die durch Bewegung einer geraden Linie 
erzeugt werden kann, eine geradlinige oder Regelfläche; dieselbe 
heUst insbesondere developpabe 1 oder abwickelbar, wenn jede 
erzeugende Gerade durch die nächatfolgcnde geschnitten wird, tind sie 
heisst windschief (Skew, gauche), wenn das nicht der Fall ist. Das 
Hyperboloid mit einer Matitelflacbe gehört zur letzteren, der Kegel 
und der Cylinder gehören zur ersteren Klasse. 
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als die allgemeinen GIcicliungcn der geraden Linie begründen die 
Bedingungen der Aufgabe drei Relationen zniseben den Constan- 
len m, n, p, <j\ zwiselien diesen Relationen und den beiden Gleich- 
ungen der geraden Linie als rünf Gleirbnngen kann man die vier 
Grössen m, n. p, q eliminieren und die dadurch erhaltene Gleich- 
ung in X, y, z ist die Gleichung des gesuchten Ortes. 

Oder wir schreihen die Gleichungen der geraden I.inie in 
der Form 

X — x' y — y z — z' 
cos a cos ß cos y 

und erhalten aus den drei Bedingungen drei Relationen zwischen 
den Conslanten x', y, z', a, ß, y; eliminieren wir dann zwischen 
diesen die Grössen a, jS, y, so ist die resultierende Gleichung 
in x', y\ z' die Gleichung des fraglichen Ortes, weil (x', y', z') 
einen beliebigen Punkt der geraden Linie bezeichnet. 

Wir sehen daraus, dass die .Aufgabe eine völlig 
bestimmte ist, welche verlangt, eine Fläche zu fin- 
den, die durch eine gerade längs dreier fester ge- 
raden Linien*) sich bewegende Gerade erzeugt wird. 
Denn indem wir nach Art. 42. die Bedingungen ausdrücken, unter 
welchen die bewegliche jede der festen Geraden .schneidet, er- 
halten wir die drei nolhw endigen Relationen zwischen m, n,p,q. 
Wir erkennen auch auf geometrischem Wege, dass die Bewegung 
der geraden Linie durch die gegebenen Bedingungen vollständig 
geregelt ist. Denn eine gerade Linie ist vollständig bestimmt, 
wenn sie durch einen gegebenen Punkt gehen und zwei feste ge- 
rade Linien schneiden soll, weil der feste Punkt mit jeder der 
beiden geraden Linien eine Ebene bestimmt und der Durchsebnitt 
dieser Ebenen die fragliche Gerade ist. Wenn sich nun der Punkt, 
durch welchen die gerade Linie gehen .soll, selbst längs einer 
dritten festen Geraden bewegt, so erhallen wir der stetigen Reihe 
seiner Lagen entsprechend eine stetige Reihe von geraden Linien, 
deren Vereinigung die Ortsflärhe bildet. 

114. Wir gehen hiernach an die Lösung der gestellten Auf- 
gabe: Die durch eine bewegte von drei festen geraden 
Linien stets geschnittene Gerade erzeugte Fläche zu 
bestimmen. 

Zur möglichsten Abkürzung der Arbeit untersuchen wir zuerst. 


*) Oder such Curven beliebiger Art. 
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welche Wahl der Coordinatenaxen am meisten geeignet ist, die 
Gleichungen der festen geraden Linien in der möglichst einfach- 
sten Form zu gehen. Wir erkennen sogleich, dass es am passend- 
sten sein mu.ss, die Axen respective parallei den drei gegebenen 
geraden Linien zu wählen — eine Wahl, die nur in dem heim 
Hyperboloid mit einer Mantelfläche nach Art. 112. nicht mög- 
lichen spedellen Falle nicht getroffen werden kann, wo die drei 
gegebenen Geraden einer und derselben Ebene parallel sind; wir 
wollen diesem Falle im nächsten Artikel eine besondere Unter- 
suehung widmen. Dann kann nur noch die möglichst symmetrische 
Lage des Anfangspunktes der Coordinaten fraglich sein. Wir er- 
halten aber ein Parallelepiped, von welchem die gegebenen Linien 
Kanten sind, wenn wir durch jede der drei geraden Linien Ebe- 
nen legen, welche den jedesmaligen beiden andern parallel sind 
und erkennen im Centruin desselben jene möglichst symmetrische 
Lage des Anfangspunktes; die durch dasselbe gehenden Parallelen 
zu jenen Geraden sind die Goordinatenaxen. Wenn 
a: = + o, .'/ = i z = -f- c 
die Gleichungen jener drei Paare von Ebenen sind, so werden durch 

die drei festen Geraden repräsentiert. Die Gleichungen einer die 
beiden ersten von ihnen durchschneidenden geraden Linie sind 
I -f- c == i (y — Ij], z — c = I« (a: -j- «), 
und dieselbe diirchschneidel die dritte, wenn e-f-pa -|- ■= Oisl; 

die Einführung der Werthe von X und fi aus den vorigen Gleich- 
ungen giebt 

c (a: -f- rt) (y — ft) -|- (1 (y — - fc) (z — c) -f ft (i -f c) (a: -f a) =0 
oder durch Reduction 

tti/z “t- hzx -|- cxy -j- nftc = 0. 

Durch Anwendung der Kriterien des Art. 85. erkennen wir, 
dass diese Gleichung ein Hyperboloid mit einer Mantel- 
fläche repräsentiert, wie auch schon daraus geschlossen wer- 
den kann, dass sie nach der Voraussetzung eine Regelfläche und 
nach ihrer Form eine Fläche zweiten Grades mit Centrum be- 
zeichnet. 

Die Auflösung der Aufgabe kann sodann auch in folgender 
Form gegeben werden. 
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Deo Gleichungen der beneglicheii Geraden 

X — x' y — y I — z 

cos « cos ß cos y 

• entsprechen als Bedingungen des Durchschnitts mit den festen 
geraden Leitlinien 

y — b z' c z' — c x' -f- (I x' — o y' 4 " * 

cos ß cos y ’ cos y cos « ’ cos a cos ß 

Durch die Miiltiplicalion der Gleichungen eliminieren wir 
«, ß, y und erhalten die Gleichung des Ortes in der Form 

(x — o) (y — b) (t — c) = (x + fl) (y + b] (i + c) 
oder durch Reduction ganz wie vorher 

nyz -(- bzx -}- = 0 . 

Eine andere allgemeine Lösung des Problems ist 
diese: Man denke die beiden ersten geraden Linien als Durch- 
schnitte der Ebenenpaare 

X, = 0, Xj = 0; Xj = 0, x^ = 0; 

so können die Gleichungen der dritten in der Form 

X, = ^Xj -f- x.j = C-Xj -|- />Xj 

dargestellt werden und die bewegliche Gerade hat als gemeinschaft- 
liche Transversale für die ersten beiden Linien die Gleichungen 

X, = iXj, Xj = ^tx^. 

Die Substitution dieser Werthe in die Gleichung der dritten 
liefert die Bedingung, unter welcher sie auch von dieser geschnit- 
ten wird, in der Form 

Ay + B X {C^ + D). 

und die Elimination von X und ft zwischen dieser Gleichung und 
den Gleichungen der beweglichen Geraden giebt die Gleichung der 
Ortslläche 

Xj (AXj 4" = ^1 (^^3 4" Ox^). 

Eine dritte allgemeine Lösung ist endlich folgende: Sind 
Pit™. Pit'*'. P/i**' die je sechs Coordinaten der gegebenen Ge- 
raden respective und bezeichnen wir abkürzend mit (P)2> P23. P31) 
die Determinante Pi2''’[p23'*'P3i**' — P23**’P3i'*'] 4 * analog 

in den andern Fällen, so erhält man als die Gleiidiung des durch 
die drei gegebenen Geraden bestimmten Hyperboloids 
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iPnPnIh*) + «■/(/'.ii/^3i;>i4) + V(Pn/'ii/^.ii) + ^4’(/’23P3i/'i?) 
-!-^1^4{(/'23/'3lP3|)— (/'l2/'43/’3l'}+-J^i^3{(/'3|Pl4/>J4)+(/'l2P;)lPl4)} 
+^2-T4{(ftlP|2P3)) — (^2:lP:u/>14)}+^.H^l{(/'l2P24/'34)+{/'23Pl4P24'} 

115. Aus der im Art. 109. auseinamler gcsetzlen allgemeinen 
Theorie erhellt, dass das hyperholoidische Paraboloid 
auch gerade Linien enthält, die ganz in der Fläche 
liegen. lienn die Gleichung 

- (Art. 87.) 

a’ 6’ C 


0. 


ist in der allgemeinen Form x,a '3 = enthalten und die 

Fläche enthält daher die beiden Systeme von geraden Linien 



a — 


y 

b 


i. 



Diese beiden Gleichungen zeigen, dass jede der geraden 
Linien in der Fläche parallel zu der einen oder der andern der 
beiden festen Ebenen 



sein mns.s, nnd diess bezeichnet eine wesentliche Verschiedenheit 
zwischen den geraden Linien des Paraboloids und denen des Hyper- 
boloids. (Vergl. Art. 112.) Im Uebrigen wird, wie im Art. 110. 
bewiesen, dass jede gerade Idnie des einen Systems jede des an- 
dern diirehschneidct, widirend zwei gerade Linien des nämlichen 
Systems sich nicht dui'chschneiden. 

Wir wenden uns hiernach zur Auflösung des umgekehrten 
Ih'ohicms, d.h. zur Bestimmung derjenigen Fläche, welche 
durch eine längs dreier festen zur nämlichen Ebene 
parallelen Geraden fortbewegte gerade Linie erzeugt 
wird. Wir denken die Ebern? xy als ]iarallel den drei festen 
Geraden und die Axen x und y insbesondere als parallel den 
beiden ersten unter ihnen, so dass ihre Gleichungen sind 
X = 0, I = a; y == 0, z — b; x = my, z == c. 

Dann simi die Gleichungen einer die beiden ersten schnei- 
denden geraden Linie 

a- = A (: — a), y = (i {z — b), 
und dieselbe durchscimeidet zugleich die di'itte, wenn 
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i (c — a) = m fl (c — i) 
itil. Daraus eiilspringl als die Gleirliung des Ortes 

(fl — c] X {i — b) = (b — c) y (z — fl), 
welrlie ein liyperbolisclies Parabolnid repräsenlirrl, «eil das von 
den riliedcrn zweiten Grades gebildete Pnlynoni in zwei reelle 
Facloren zerlegbar erscbeinl. 

In derselben Art können wir die Fläche unlersucben, 
welche diircb eine gerade Linie erzeugt wird, die bei 
ihrer Uewegung längs zweier fester Geraden einer 
festen Ebene stets parallel bleibt. Sind jene Linien durch 
.T=»0, i = a; y = 0, 1= — a 
Und ist die feste Ebene durch 

X cos o -f- y cos -j- z cos y — p 
dargestellt, so sind die Gleichungen einer gemeinschaftlichen Trans- 
ver.sale jener beiden 

a; == A (z — fl), (/ = p (z fl), 

und die Bedingung ihres Parallelismiis mit der festen Ebene ist 
cos y )t cos « -|" ß = ()> 

so dass die Gleichung des fraglichen Ortes in der Form 
cos y (z’ — a^) X cos « (z -f- «) + y cos ß [z — a) = 0 
erliallen wird, welche ein hyperbolisches Paraboloid darstellt, weil 
das Polynom der Glieder vom zweiten Grade in zwei reelle Fac- 
toren zerfällt. 

Ein hyperbolisches Paraboloid ist die Grenze 
eines Hyperboloids mit einer Mantelfläche, für wel- 
ches die erzeugende Gerade in einer ihrer Lagen ganz 
in unendlicher Entfernung liegt, wie sich diess auch 
schon aus dem Parallelismiis derselben zu einer festen Ebene er- 
giebt, als deren unendlich entfernte Gerade jene Lage betrachtet 
werden kann. 

Wir sahen im Art. 108., dass eine Ebene eine Fläche zwei- 
ten Grades berührt, wenn sie sie in zwei reellen oder imaginären 
geraden Linien schneidet und im Art. 87., das ein Paraboloid 
durch die unendlich entfernte Ebene in zwei reellen oder ima- 
ginären geraden Linien geschnitten wird; wir schliessen daraus, 
dass jedes Paraboloid durch die unendlich entfernte 
Ebene berührt wird. 
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110. Vier gerade l.iiiien des einen Systems bestim- 
men in allen geraden Erzeugenden des andern Systems 
l’unktreilien von gleicliem Dnppelverlialtniss. 

Denn durcli jene vier Geraden und eine sie alle durclisclinei- 
dende fniirte werden vier Ebenen bestimmt, welche ein Büschel 
bilden ; daher wird jede andere jene vier diircliscbneidende Gerade 
in ronstanlem noppelscbnillvcrbältniss getheill. (Art. 37.) 

Wenn umgekehrt zwei einander nicht dnrchschncidende ge- 
rade Linien in Reihen von Punkten projeclivisch d. i. nach 
gleichem Dnppelvcrhällniss (hnmographisch) gelheilt werden, so 
sind die geraden Verbindungslinien entsprechender Punkte beider 
Reihen Erzeugende eines llyperholoids mit einer Mantcllläche. 

Wir stellen die beiden gegebenen Geradendurcha:|=0, ^2=0; 
a-j = 0, = 0 dar und denken sie durch die feste Gerade 

= X'xj, Xj = flx^ geschnitten; dann muss, damit eine he- 
liehige andere Linie x, = Xxj, Xj = ftx^ projectivische Thei- 
limgen in ihnen hestimme, nach Art. 57. der „Kegelschnitte“ die 
Relation X/i = X'fi erfüllt sein. Aus der Elimination von il zwischen 
den Gleichungen x, = ixj, A'xj = p'^Xj folgt aber als Gleichung 
des Ortes die Gleichung A'xjXj = fi'x,Xy 

117. In dem Falle des hyperbolischen Paraboloids 
schneiden alle gerade Linien des einen Systems die 
des andern in einem constanten Verhältniss. 

Renn da die Erzeugenden alle derselben Ebene parallel sind, 
so können wir durch irgend drei von ihnen Parallelen zu dieser 
Ebene legen und der Satz, den wir au.ssprecben, ergiebt sich aus 
der elementaren Wahrheit, dass alle geraden Linien, welche drei 
parallele Ebenen schneiden, von ihnen in constantem Verhältniss 
getheill werden. 

Man schliessl ihn auch aus der Existenz einer ganz in unend- 
liclier Entfernung liegenden Erzeugenden in jedem der beiden 
Systeme; denn aus ihr ergiebt sich, dass in den projeclivischen 
Theilungen, welche die Linien des neuen Systems auf denen des 
andern bestimmen, die unendlich entfernten Punkte einander ent- 
sprechen; nach der Natur des Boppelverhältnisscs reduciert sich 
dasselbe dadurch auf ein einfaches Verhältniss. 

Wenn umgekehrt zwei begrenzte einander nicht 
schneidende gerade Linien in gleiche Anzahlen glei- 
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c he r T li ei I e ge tli eii l w erden , so sind die ge ra d e n Ve r- 
bindungslinien entsprechender Punkte beider Thei- 
luiigen die Erzeugenden eines hypcrliolischcn Para- 
boloids. Man kann hiernach, wie auch in dem Falle des 
Hyperboloids mit einer Manteinäche, die Form der Fläche leicht 
durch gespannte Fäden dem Auge anschaulich machen. 

Um diess hinsichtlich des hyperbolischen Paraboloids direct 
zu beweisen, denken wir die gerade Linie, welche zwei entspre- 
chende Endpunkte der Geraden verbindet, als Axe der x und 
die Axen der y und der z als eben diesen Geraden parallel, 
zugleich so, dass die Ebene xy die Entrernung zwischen ihnen 
halbiert. Sind dann die Längen der gegebenen Linien a und b, 
so sind die Coordinaten zweier entsprechender Punkte 
I = c, X = fta, y — 0; 

Z — — C, X = l), y = yb, 

und die Gleichungen der diese Punkte verbindenden Geraden sind 


^ y 

— _L = u, 2cx — uaz = uaCt 
a b 

so dass durch Elimination von y zwischen ihnen die Gleichung 
der Urtsiläche in der Form 


2cx = « (z + c) g + 1^) 


hervorgeht, die in der That ein hyperbolisches Paraboloid reprä- 
sentiert. 

118. Man soll die Bedingungen finden, unter de- 
nen die allgemeine Gleichung eine Umdrehungsfläche 
darstellt. 

In diesem Falle kann nach Art. 84., 85. die Gleichung^^er 
Fläche, sofern sie zu den Centralflächen gehört, auf die Form 
x’ I/’ z* 

~t~ --.f = -4- 1 , 


und wenn diess nicht der Fall ist, auf die F'orm 



gebracht werden ; wenn also das Polynom der hüchstpotenzierteu 
Glieder auf die Summe der Quadrate von drei rrctangulären Coor- 
dinaten reduriert wird, so sind die Coefficienteii von zweien der- 
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selben einander gleicli. Ks crlielll daraus, dass die geforderte 
Itedingiing erlialton wird, indem inan die liedingung bildet, linier 
welcher die cuhisclie Gleicbnng der Discriininanle gleiche Wur- 
zeln hat. 

Da aber die Wurzeln der cuhisrhen Gleichung der Discrimi- 
nante immer positiv sind, so kann ihre Discriminanle immer als 
eine Summe von Quadraten ausgedröckt werden („Vorlesungen” 
Art. 171.) und wird, so lange die Goefricientcn der gegebenen 
Gleichung wesentlich reell sind, nur verschwinden, wenn zwei 
Bedingungen gleichzeitig erfüllt sind, die man durch das folgende 
Verfahren leichter bestimmt. 

Ks handelt sich um die Frage nach der Möglichkeit 
einer Transformation, durch welche die Identität 

a,,a:’ -f a,,/ + « 3301 ' -f 2a^^zx -f- 2n^^xy 

= A (.1'2 -f- f-2) -f- 
erfüllt wird. Wegen 

a;Z 4- f-2 _|_ 22 (Ai-l. 19 .) 

w ird dann, für X = A, die Grösse 

(« 1 1 .T^ -f o j jy’ 4- «33 1* -f- 2(1 jjjiz -f 2fl , 3i.r + 2o jjxy) — i(a:’4- y’-f- 1’) 
ein vollkommenes Quadrat und man hat die Bedingungen aufzn- 
stellen, unter denen diess slaltfindet. 

Nun erkennt man leicht, da.ss für den Fall, wo 
A^^x^ + + ^33'^ + 2 A.^.j!/z 4- 2 4" 2 -^,.^xy 

ein vollkommenes Quadrat ist, die sechs Bedingungen 
-4.V 2a — 

Ali An = Aij An 

erfüllt sind, sodass die Keciprokal-Gleichung identisch verschwindet. 
Die letzten drei Gleichungen gehen im gegenwärtigen Falle 

(0|, i) <ln3==“i3<lyi< ^) "l3~ “i3^33f ("33 “|J~“23"|3* 

und indem man ans jeder von diesen Gleichungen d hestimmt, 
erkennt man, dass die Kednetiou nur dann möglich ist, 
wenn die Cocfficicnten der gegebenen Gleichung 
durch die Relationen 


a _ _I3_>2 _ _ 

"11 „ “•! ! 


verbunden sind. 


W 1 *.* ^?3 
«13 


"33 


"Z3_"l3 

"l2 


Digitized by Google 


l'mdrehnngsfliiclipn zweiten Grade». Art I U». 


12<l 


Wenn si(! erfiilll sind und wenn wir einen dieser gemein- 
scliartlirlifii Werihe ffir i in die Form 

("l 1 — + («22 — ^)y‘ + («33 — K ^ «23^= +“ «13 «12^’^ 

subslilineren, so wird sie in ein vollkommenes Qnadral, nändirli in 

«J3«I3«U f“ + TP + a ) = ~ 

\«23 «13 

verwandelt: und da die Ebene Z = 0 eine Normaleliene zur 
Umdrelumgsaxe der Fläclie repräsenliert, so ist auch 

- + X + ^ = 0 

«23 «t3 «12 

die Gleicliung einer zu dieser Axe normalen Ebene. 

In dem speciellen Falle, in welchem der so eben 
bestimmte gemcinscbartlicbe Werth von <1 verschwin- 
det, bildet die Vereinigung der höchsten Glieder in 
der gegebenen Gleichung ein vollständiges Quadrat 
lind die Gleichung repräsentiert also entweder einen 
parabolischen Cy lind er oder die Vcrhiiidniig von zwei 
parallelen Ebenen. (Art. 87., IV und V.) Diese Flächen 
sind Grenzfällc der LImdrehnngsriächen; jede Normale 
zu beiden Ebenen ist die IJmdrebungsaxe iin lelzlern Falle und 
der parabolische (’.ylinder ist die Grenze einer durch (Jnidrebung 
einer Ellipse um ihre kleine Axe erzeugten Fläche für die in 
das L'ncndliche wachsende Entrerniiiig dieser Axe. 

119. Wenn unter den drei Grössen «jj, «u, «ijeine 
den Wertli Null hat, so muss noch eine zweite von 
ihnen verschw inden, w enn die Fläche eine Llmdrehiings- 
fläche sein soll. Für ojj = a,j = 0 werden aber die vorigen 
Bedingungen 

„ „ «13 „ ,, «23 „ 


und man erhält durch Elimination von zwischen ihnen die 


Gleichung 


(«II «33) («22 «33) «I 2 ^‘ 


Man hätte diese Bedingung auch direct erhalten, indem man 
die Form 

(«ti — + («22 — !/' + («33 — 1 ) z’ + 2 «ija:// 

Halinoii. anal. Ucom. « 1 . Raumcf I. 2 . Aufl. 0 
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I‘i0 

als ein volikoniincnes Quadrat cliarakterisierl; denn diess giebl 
olTenbar 

i. = Oj.,, (o,| — 033) («32 — «33) = «„’. 

120. Die vorliergchendc Theorie kann auch aus der Bemer- 

kung abgeleitet werden, dass für eine Umdrehnngsriäche 
das Problem der Bestimmung der llauptcbenen eine 
unbestimmte Aufgabe wird. « 

Denn da jeder zur LImdrelmngsaxe normale Schnitt ein Kreis 
ist, so wird jedes System paralleler Sehnen desselben durch die- 
jenige die Umdrehungsaze enthaltende Ebene halbiert, welche 
den zu diesen Sehnen normalen Durchmesser enthält und daher 
zu ihnen selbst normal ist. Daher ist jede durch die Umdrclmngs- 
axe gehende Ebene eine Hauptebene. 

Nun sind die zu diesen Diametralebenen normalen Sehnen 
nach Art. 72. durch die Gleichungen 

(«I, — A) ar -f «ijjt -+- n,j: = 0 
«ijx -f («33 — A) y -t- 0.33s = 0, 

«,jx -f «J3y -f («33 — A) s = 0 

gegeben, welche für A als eine der Wurzeln der cubischen Glen;h- 
ung der Discriminantc drei in einer der fraglichen geraden Linien 
sich schneidende Ebenen* repräsentieren. Das Problem wird nur 
dann nicht unbestimmt, wenn sie alle die nämliche Ebene dar- 
stelien, d. h. wenn die Bedingungen 

«11 A « I *, ^I3 «II ' “ A ^i3 

«13 «23 A «23 «13 «23 «33 A 

erfrilll sind, welche entwickelt zu den vorigen Belationen zurück- 
führen. 

121. W'ir schliessen diess Kapitel mit einer Reihe von Bei- 
spielen über dieAnwendung der analytischen Geome- 
trie zur Untersuchung geometrischer Oerter. 

Beispiel 1. Welches ist der Ort eines Punktes, dessen 
kürzeste Abstände von zwei gegebenen einander niclit 
d u rcli sch nci denden Geraden gleich gross sind? 

Die Auflösung dieses Prohlems ist in den Formeln des Art. 15 enl- 
lialten, wenn die Gleichungen der gegebenen Geraden in ihrer allgemeinen 
Form voransge.sctzt werden. Wir können aber das Resultat in einer .sehr 
einfachen Form darstclien, indem wir den kürzesten Abstand beider Ge- 
racten zur Axe der z wählen und die beiden andern Axen durch den 
Mittelpunkt desselben so legen, dass sie die von den Projectionen der 
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Geraden auf ihre Ebene gebildeten Winkel balbieren. Dann sind ihre 
Gleichungen von der Form 

I = c, y — z = — c, y = — »lar, 
die Redingungen des Problems geben ilahcr 


(a-c)= + 


0/— w.v)’ 
1 -f- Hl* 


- (= + 


oder cz (1 -f" daher ein hyperbolisches 

Paraboloid. 

Wenn die körzesten Abstände zu einander in einem conslanlen Ver- 
Iiältniss sein sollen, so rindet man 

{(1 + 1 ) r + (1 _ 1 ) c } {(1 - 1 ) r + (1 + 1 ) c } 

+ r +„? =0 

als die Gleichung des Ortes, und derselbe ist somit ein Hyperboloid mit 
einer älantelflächc. 

Beispiel 2. Der Ort eines Punktes, dessen Entfernung 
von einem festen Punkte zu derjenigen von einer festen 
Geraden in constantem Verhältniss steht, ist eine Um- 
d r c lin n g sflä che zweiten Grades. 

Beispiel 3. Man soll den Ort der Mittelpunkte aller einer 
festenEbene parallelen Geraden finden, welche ilurch zwei 
feste sich nicht d urchschn eid ende Gerade begrenzt sind. 

Wir nehmen die Ebene x = 0 als der festen Ebene parallel und die 
Ebene r = 0 wie im vorigen Beispiel parallel und äquidistant den lieiden 
gegebenen Geraden, so dass die Gleichungen derselben 

z = c, y = mx -t“«; z = — c, y = mx n 
sind. Der fragliche Ort ist dann offenbar die gerade Linie, in welcher die 
Ebenen 

z = 0 , 2y «= (m 4- "*’) ar + (” + ” ) 

sich schneiden. 

Beispiel 4. Bestimme die Umdrehungsflächc, welche 
durch eine um eine feste sie nicht durchschneidende Aze 
sich drehende gerade Linie erzeugt wird. 

Sei die feste Linie die Aze der z und eine bestimmte Lage der Er- 
zeugenden durch X = mz y = n>'z - 1 - >i ausgedruckt. Da nun 

jeder Punkt der sich drehenden Geraden einen Kreis beschreibt, dessen 
Ebene derjenigen der xy parallel ist, so ist für alle Punkte eines solchen 
ebenen Schnittes der Werth von a;’ -f- y^ d. i. in Function von z 
(mz -f- «)■' + ("*’* + '*V 
constant; die Gleichung der fraglichen Fläche ist daher 

-(- y’ = (mz -f- «)^ ^ ”t" ” )^> 

und sie ist also ein ümdrehungshyperboloid mit einer Mantelllächc. 

9* 


i:W 


Scclislcs K;i|>itcl. Art. 121 . 


Beispiel 5. Zwei (liircli den A n fiin g s p ii iik I der Coordi- 
naten gehende (■er.’ide licwegeii sich in festen Ehciien so, 
dass sie stets reell t w in k I i g zu einander hieihen; welclies 
ist die (ileicliung der Kegel fl ScIi e, die von der geiiiein- 
scharilichen Nurinalen dieser heideii (leraden i in Anfangs- 
p unk t erzeugt wird ’ 

Wir hczeichncn durch a, h, c-, a\ b\ c die Itichlungswinkel der 
Normalen der festen Ehcnen und durch a, ß, y die der beweglichen Ge- 
raden ; daun sind die Riciilungscosinus der DurcliscliniUsliiiien der festen 
Ehencii mit einer zur beweglichen Geraden nurmalen Ebene (Art. 15) zu 

cos|8cosc — cos ycosb, cosycos« — cosacosc, cosacosb — cosjScosa; 
cos ß cos c — cos }’ cos b', cos y cos n — cos n cos c, cos « cos b ' — cos ßcosa 

proportional und die nediiiguiig, unter welcher sie zu einander normal 
sind, ist datier 

(cos^ cos c — cosy cos ft) (cos^ cosc' — cosy cos ft') 

-j- (cosy cos fl ' — coso cosc) (cosy cosn' — coso cosc) 

-|- (coSB cos ft — cos ß cosn) (cosn cos ft' — cosß cosn') = 0; 

die Irewegliclic Gerade lie.H-hreilit daher eine Kegclllilche zweiten Grades. 

Die beiden zu einander nurnialen Geraden in den festen Ebenen be- 
stimmen mit einander eine Ebene, die ihrerseits einen Kegel zweiten 
Grades unihfillt, den Noriualen-Kcgcl des Retrachteten. 

Beispiel G. Zwei zu einander normale Ebenen gehen jed e 
durch eine feste gerade Liiiiet man soll die von ihrer Durch- 
sclin i ttsi inie erzeug te Flä die best i in m cn. 

Wir wählen die Äsen, wie im Reispiel 1.; dann sind 

1 (z — c) "j* y — >» 3 : = 0, ^' {--{- <*)-(" y “1" = 0 

die Gleichungen der Ebenen inid die Redingiing ihrer Rechtwinkligkeit ist 
lA' -j- 1 — »I- = 0; 

die Einführung der aus den vorigen Gleichungen entspringenden Wcrthe 
von A, A’ in dieselbe gieht die Gleichung eines Hyperboloids mit einer 
Mantellläche 

y^ — »iV -|- (1 — m^) — c'^) = 0. 

Wenn die festen Geraden sicli durchschnciden, also lür c — 0, so 
reduciert sich der Ort auf eine Kegelflächc zweiten Grades. 

Beispiel 7. Eine Gerade bewegt sich über zwei anderen 
nicht in derselben Ebene gelegenen geraden Linien so, 
dass das zwischen dcnselhcii enthaltene Segment von einem 
bestimmten Punkte aus stets unter rechtem Winkel er- 
scheint. Ihr Or t ist ein Hyperboloid mit einer M an tel fl.lche 
und speciell für die Rechtwinkligkeit der beiden gegebe- 
nen Geraden ein hyperbolisches Paraboloid. 

Beispiels. Welches ist der Ort eines P unktes, von dem 
an die Fläche zweiten G rades 
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+ ■- + * 
4« f« 


1 


ilrci zn einander rccli l wi n kl i ge Tangenlen gelegt werden 
können? 

Wenn wir uns die (lleiclmng der Fläche zu drei solchen tJeraden 
.ils A\cn lran$rorinierl denken, so erhalten wir nothwenilig die Gleich- 
ung des dein neuen Anfangspunkt ents|irechenden Tangcnlenkegels in der 
Form 


weil die Axen selbst als Kanten des Kegels erscheinen. Nach dem Ilei- 
spiel des Art 78. ist aber die allgemeine Gleichung des Tangentenkegcis 
vom Punkte (a:', >/, z ) 



und wir wissen aus Art. 82.. dass die Summe der Coeflicientcn von 
a:’, y®, z® heim Uehergang zu einem andern System rectangulärcr A\cn 
unverändert bleibt. Wir haben daher, um die Gleichung des Ortes zu er- 
halten, nur die Bedingung auszudrücken, unter welcher diese Cocflicien- 
tensumme verschwindet; sie ist 


a* i« ^ c» y ^ 4« c» 


+ +LV_L 



Beispiel 9. Wenn drei zu einander rechtwinklige Seh- 
nen durch einen Punkt eines Ellipsoids gezogen werden, 
so bestimmt die Ebene ihrer Endpunkte einen festen Punkt 
in der Normale ihres Anfangspunktes und der Ort dieses 
Puii k tes für al I e Lagen des Letz teren a II f d e m Ellipsoid ist 
ein concentrisches coaxiales Ellipsoid. 

Für 

(ja:® 4y® + cj® 2/yj -|- 2mzx rz -|- 2 = 0 

als Gleichung der Fläche ist der gedachte Punkt als Anfangspunkt, seine 
Tangcnicnclienc als Ebene xy und seine Normale als Axe der z voraus- 
gesetzt. Ist dann 

a’x -f- b'y c'z = (( 
die Ebene der drei Punkte, so ist 

(i' (oa:® -)- 4y® -f- cz® -f- 'Ziyz-\-'imzx} -j-2rz (o'a;-|- ft’yf* = 

die Gleichung einer durch die Schnittcurvc derselben mit der Fläche aus 
dem Anfangspunkte lieschriebenen Kegellläche und die Itedingung, unter 
der sie drei zu einander normale Erzeugende besitzt, 

(/’ (a -)- 4 -fr c) 2 rr' 0 

oder 
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rf' — 2r 

Für ar = 0, y = 0 folgt aber aus der Gleichung der Ebene 

somit 

— 2 r 

* n-\-h c 

d. i. constant. 


Für die Untersuciiung (ies von diesem Punkte durcidaufeiien Ortes 
darf sodann vorausgesetzt werden, dass die drei Geraden den Äsendes 
Ellipsoids, welclics nun durch 


U- 4- JL- = 1 


riargcstelit sei, |>arallei bicil)en, so dass für den Punkt (x\ y\ z) als An- 
fangspunkt ihre Eniipunktc diircii 

(— X, >/, z), {x, — y', :'), (a:', y\ — z) 

und die Ebene derselben durch 


- + y, + 4 - = i*) 

X ' y ' z * 

gegeben sind. Da die Normale der Fläche in {x\ y, z') die Gleichungen 
X y z 

i)esitzt, so liefert die Elimination von ar', y', 7 die Gleicluing des Ortes 
in der Form 


1 r 

1* 1 


2 

1 i 

/c»_2H\ 

V “ ) 

1 1 

^ ‘ J 

1 1 



-L = -L 4- J_ _L 

r» a' ~ h* ~ r* 

gesetzt haben. 

Beispiel 10. Ilieseclis Tangentenehenen d es Elli p soid s 
in den Endpunkten der drei zu einander rechtwinkligen 


’) Die durch die drei Projectionon des Punktes auf die Ilauptebeiien 
bestimmte Ebene ist 

4 - 4 - * = 

A- ' / * 

Ihre Enveloppe bietet eine verwandte Aufgabe. 
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Sehnen hestimincn mit einander die acht Ecken eines lic.xa- 
oder s, we I clie .stets auf einem iics ti mm len zweiten El lipso id 
gelegen sind; die Ver hi lui ii n gs I i n i cn der Oegenecken des- 
selben gehen durch den nSmIiclien Punkt. 

Beispiel 11. Fürdasdiircli D re hu ng einer gie ichsei tigen 
Ilyperhel entstehende Ilyperholoid mit einer Manteiriiichc 
sind die zweiten K rei sschn i tte des aus einem Punkte der 
Fliehe über dem Kehlkreis liesc li riehen cn Kegels nurinal 
zurEhene des Letzteren. 

Die Gleichung des llyperhuloids ist 

== 

und für den Scheitel {x, y, z') ist eine Erzeugende des Kegels durch die 
Gleichungen 



dargestclll und ihr Durchschnittspunkt mit dem Kehlkrcis durch 


’Ji 


- ’ji 


hestiniint; die Suhstitution dieser Werthe in die Gleichung des Kchlkrci- 
ses giehl für den Kegel 

{x'z — x:y -f (y'r — yz'f = n* (c — z'}-. 

E’ür x' = 0 und y' = 0 oder den Scheitel des Kegels im ilaupl- 
schnitt der xz Ebene erhält man die Gleichung eines aus einem Punkte 
der Axe der t heschriehenen Kreises. Die Normalebenen zur Axe der z 
und die zur Axe der x sind daher die Elicnen der Kreisschnitte. 


Beispiel 12. Die G leiciiu n g d es Kegels z u fi nden , welcher 
aus de Ul Scheitel (ar', y', z') ü her dem in der Ebene xy gclegc- 
nen Kegelschnitt heschriehen wird 


-- 1-^=1 
fl» ^4» 


Die Gicichungen der geraden Vcrhindungslinie eines Punktes (ot, ß) 
der Dasis mit dem Scheitel sind 


« (i' — z) == s'a: — zx, ß {z — z) = z'y — zy\ 

und die Suhstitution dieser Werthe in (iie Gieichung der Dosis liefert als 
Gleichung des fraglichen Kegels 

, tVy — z/)» _ , , yj 

a» ' 4» • 

Soll derselbe specicll ein Uindreliungskegel sein, so zeigt die Be- 
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iliiiguiig (los An. 1 19., (ila liicr«,.^ = ü ist) dass dann der Punkt {x,y',z') 
auf einer in ilcr El)ene xz vcrreiclinclen llyperliel liegen muss, svelclie 
die Srhcilel der gegelienen Ellipse ?.u llrenn|uinklen und ihre Brennpunkte 
zu Sclieileln iial. 

Wir gehen im Folgenden eine allgenieinc Methode zur Bestimmung 
der (lleicliung des Kegels, welcher den l’untt (a^', y\ z\ n') zum Scheitel 
und die Hurclisehnittslinie zweier durch U = 0, f = 0 repräsentierten 
Flächen zur Leitcune hat. 

Wenn wir durch 

{/ + Adf; il;; -j- etc., 

'•+ wr+/-2dn-+ctc. 

die Bcsultate der Suhstitutiou von x -{- Ja:’, y -|“ ^!/\ f'l'' t/i 

in die Oleichiingen der Flächen hezeicimeu, so ist das Ergehniss der Eli- 
mination von A zw'i.schen diesen Formen die Gleichung des fraglichen 
Kegels. Denn die Punkte, in denen die gerade Verhinduugslinie von 
(a:', y, z', w’) mit (x, y, z. nr) die Fläche U schneidet, werden aus der 
Vergleichung des ersten dieser Suhstitutionsresultate mit Null erhalten 
und ehenso die Durchschnittspunkte derselben Linie mit der Fläche f' 
aus dem zweiten ; da aber die Besultante beider Gleichungen mir fär eine 
gemeinschaDlichc Wurzel derselben verschwindet, so liegt unter der Vor- 
aussetzung ihres Verschwindens der Punkt (x, y, z, w) in einer durch 
(. 1 -', y\ z\ rv) gehenden und die Durchschnittscurve der Flächen schnei- 
denden Geraden. 

Beispiel 13. Die K ege I, welche über d en durch die kleinste 
Ave eines Ellipsuides gehenden llauptschni tlen aus den 
Endpun k ten der g rosse n und der m i ttlern A xe beschrieben 
weiden, sind 

(j- — «)• , 1 /' I :• [y — i)* . «* 

■<i* i« ' 

sie besitzen eine gemci lisch a ft I ich e T ang en t eneh en e und 
einen g enieiusc li a ft lieh cii parabolischen Schnitt; diese 
beiden Ebenen hesti m men mit dem Ellipsoid Querschnitte, 
deren Inhalt im Verhältniss 1 : 2 stehen. 


Beispiel. 14. Die Gleichung des Kegels, der das Ceiitriini 
eines Ellipsoids z n in Scheitel hat und dessen Basis der 
durch d ic Po 1 arehene eines Punktes (x, y, z') mit ihm be- 
st i m m t e S c h n i 1 1 ist, wird d a r g e s I e 1 1 1 durch 


. 1 » 


+ s + a-('; + 




Beispiel 15. Wejiiii eine E be ii e u in einen festen Punkt so 
bewegt wird, das sic. in j eder ’i b re r |L agc n mit ;i festen 
Ebenen Winkel «j , bildet, für welche' 
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e^ cos n, -|- Cj cos <r.^ -j- • • • "1“ co* 

i s l , w 0 c, , <*2 , . . . , c, , A- C o II s t . 1 II t e n li c z c i c li n e n , s o u m li ü 1 1 1 
sie einen Dre h u ngs kege I z wei tc n Grades von unveränder- 
licher Axe. Die Summe 

2;" Ci cos Ui 

hat ihren Miniinalwerlh, wenn derscllie sich auf eine Ge- 
rade, diese Axe selbst, und ihren M a xim a I wert h , wenn er 
sich auf eine zu dieser normale Ebene rcducicrt. 

Wenn die festen Ebenen durch 

^iX -f- B,y -f Cit = Di, (i = 1, 2, . . . , ii) 

und die bewegliche Ebene E durch 

ax ßy yt = d 

dargestellt sind, so geht 

X" Ci cos Oi — k 


für r = («’ -f iJJ -f y-^ii , r. = M,* + Bß + C.^ji 


^k. 


also für 


Bi nfi Bi 

O Ci b El Ci , € El Ci 


aa + bß + cy _ ^ 


Über. Sie ist identisch mit 


«7 + ß7 + y 


oder 


L 

sin (£, g) 


wenn g die durch 




j/a* + i» -f- c»’ 
b 


(largestellle Gerade ist und {E, g) den von ihr mit der beweglichen 
Ebene eingeschlossenen Winkel bezeichnet. Diese Gerade ist die Axe 
des von der Letzteren umliüllten Rotationskcgels, und die erhaltene Re- 
lation zeigt, dass k nicht grösser als 
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sein kann und dass dann der Kegel in eine zu g normale Ebene übergeht. 
Für A = 0 wird der Kegel zuin Cylinder von der Aic g.*) 

Wenn die bewegliche Ebene statt durch den zum Anfangspunkt ge- 
nommenen festen Punkt zu gehen, eine constanle Entfernung e von ihm 
bchSIt, so ist 

+ F* = <’'■ 

ihre Gleichung und 

nr< bß cy — = 0 

die Dedingung ; man findet die Enveloppc in der Form 
{ax -4- % -f- fz — ke)^ = (a'^ “t" “t" 

Beispiel 16. Man soll den Ürl derjenigen Punkte der 
F I S c h c zweiter Ordnung 



bestimmen, deren Normalen die dem Punkte (a', y', z) ent- 
spreebende Normale schneiden. 

Die fraglichen Punkte bilden den Durchschnitt der Flüche mit dem 

Kegel 

iy’z — yz) {x — x] -f b~ {z'x — zx) {y — y) 

-1- c- {xy — aV) (r — :') = 0. 

Beispiel 17. Man soll den Ort der Pole der Tangenten- 
ehen cn einer Flüche zweiter Ord n u ng in Bezug auf eine an- 
dere F lü che z weiter Ord n u n g best i mmen. 

Wir haben zur Beantwortung des Problems die Bedingung auszu- 
di licken, unter welcher die Polare von (a', y, z\ m) in Bezug auf die. 
zweite Fläche die erste berührt, d. h. wir haben in die im Art. 79. ge- 
gebene Bedingung für die Berührung einer Ebene mit einer Fläche zweiter 
Ordnung an Stelle der f, to die Derivierten If,, f/j, f/,, V^ zu sub- 
stituieren. Iler fragliche Ort ist daher eine Fläche zweiter Ordnung. 

Beispiel 18. Man soll den Kegel darstellen, welcher 
durch die im Scheitel eines gegebenen Kegels auf den Tau- 
gentencbcncn desselben errichteten Normalen gebildet 
wird. 

Sei Lx~ -f- My"^ -(- iVz* = 0 der gegebene Kegel, so ist eine 
seiner Tangentenebenen Lx'x -f- My y -|- Nz'z = 0 und ihre durch den 
Anfangspunkt gehende Normale somit 

^ = — 

~Bx' My Xz' ‘ 


*) Sind die Cj die l'liichenzahlen von Figuren in gegebenen Ebenen, 
«o ist k die Summe ihrer Projectionen auf die bewegliche Ebene; die 
Tangentenebenen der erhaltenen Hotationshegel geben coustante Sum- 
men, die Mormaicbene zu y die Maxiinalsumme derselben. 
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Bezeichnen wir den gemeiuscliarilichen Werlh dieser Grössen durch 
Q, so ist 


Lf' 


’J = 


JL 


A’o’ 


und die Suhstitulion in Lx'^ -f- + JVi'^ = 0 giehl nach Division 

mit 



jv 


0 


als die fragliche Gleichung. Ihre Form zeigt, dass die Relation zwisclicn 
beiden Kegclllächcn eine reciproke ist und dass also die Kanten des ersten 
normal sind zu den Tangeutenehenen des zweiten. Man erkennt leicht, 
wie dicss Prohlcni einen speciellen Fall des vorhergehenden bildet. 

Wenn die Gleichung des Kegels in der Form 
ai,.r’ + +<1331* + 4- 2a,3i.r + 2a, = 0 

gegeben ist, so wird die des Reciprocalkegels in der Form 

— "23*) + ("33"ll — «13*) + («1 t"z2 ~ "l2*) 

+2("i 3"12— “lt“23)y*+2(ni3«23— 022<l,3)zx+2(aj3rt,3— 

gefunden, dhereinstiininend mit der der Rcciprocaictn've der analytischen 
Planimetrie. 


Beispiel 19. Eine gerade Linie bewegt sich so, dass drei 
feste Punkte in ihr in drei festen Ebenen bleiben; welches 
ist der von einem beliebigen Punkte dieser Linie dureb- 
laufene Ort? 

Wir denken die drei festen Ebenen als Cuordiuateiicbenen und als von 
der geraden Linie in den Punkten A, /?, C geschnitten und nennen die 
Cuordinaten des betrachteten Punktes a, ß, y. Die Coordinaten von A 
sind alsdann 


n ft 

0, pg ß, 


AC 

PC 


wo die Verhlltnisse AB : PB und AC : PC bekannt sind, ludern wir 
dann nach Art. 10 die Unveränderlichkeit der Distanz PA aiisdrilcken, 
erkennen wir als die Orlsfläche ein Eilipsoid. 

Wenn der Punkt P eine der Strecken AB, BC, CA halbiert, so ist 
der Ort speciell ein Rolatiorisellipsoid. 

Es ist ein specieller Fall dieses Problems, wenn der eine Endpunkt 
der Gel aden in einer festen Ebene, der andere in einer festen Geraden sich 
bewegen muss; die Letztere ist der Durchscbnilt zweier Ebenen, und die 
zwischen beiden auf der bewegten Geraden gelegene Strecke ist Null. 
Der entsprechende Ort ist ein Rotationsellipsoid, wenn die feste Gerade 
zur festen Ebene normal ist, und insbesondere eine Kugel, wenn der Punkt 
P die Gerade halbiert. 


Beispiel 20. Von zwei festen Punkten A und 0 ist der 
letz tere au f ei ner Kugel fl il che ge legen; die Verbindungslinie 
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DA eines l)cliel)igeii andern Punktes D der Kugclfläclic 
mit sclineidcl die Kugel ferner in dein PniiktcD'; man 
soll de n Ort des P un k Ics P a n f 0 /) lieslinnn en, fO r welche n 
OP = AD' ist.^ 

Wir haben AD'^ = Ä(D -|- OÄ’ — 2A0.0D . cos AOD, und in 
dieser Gleichung ist AD dem Radius veclor des Ortes umgekehrt propor- 
tional und OD ist durch die Gleichung der Kugel in Function der Winkel 
Lestimint, welche sic mit festen Axen bildet. Daraus erkennt man den Ort 
als eine Flüche zweiter Ordnung vom Centrum 0. 

Deispid 21. Der Ort eines Punktes dessen Verhin- 
diingslinie mit eiueiu gegeheneu Punkte 0 in einer festen 
Ebene einen Punkt Q so bestimmt, dass die Relation 

OP .00 = A’ 

statt find et [k eine Constante), ist eine Kugelfüche. 

Beispiel 22. Eine Ebene gehl stets durch eine feste ge- 
rade Linie und ihre jedesmaligen D urchschni 1 1 sl inieu mit 
zsvei festen Ebenen sind mit einem festen Punkte durch 
Ebenen verbunden; welches ist d ie d u rc h di c D urch schnit ts- 
linie der beiden letzteren Ebenen erzeugte Flüche? 

Beispiel 2.1. Die vier Flüchen eines Tetraeders gehen 
jeile durch einen festen Punkt; man soll den Ort einer Ecke 
desselben bestimmen, wenn jede der drei nicht durch sie 
h i n durch gehenden Kanten sich in einer festen Ebene be- 
wegt. 

Der Ort ist im Allgemeinen eine Flüche dritter Ordnung, die den 
Durchscliniltspunkt der drei El>enen zu einem Doppelpunkt hat. Sie re- 
duciert sich auf einen Kegel zweiten Grades, wenn die vier festen Punkte 
in einer und derselben Ebene liegen. 

Wir setzen 

u = 0, V = 0, n> = 0 

als die Gleichungen der festen Ebenen voraus, in denen die Seiten der 
einen Tetraederllüchc sich bewegen, und 

(^(M -o)» (^1 > Hi 1 (^21 Vz* ^2)1 (^3> 1/3^ *3) 

als die Coordinaten der Punkte, durch welche diese Flüche und die drei 
andern Flüchen hindurchgehen, I>ezeichnen auch die Resultate der Substi- 
tution der Letzteren in die Polynome u, p, re durch «[, Pji ”’ 3 - Dann 
ist für 

Ax Bij + Cz + D = 0 

als Gleichung der durch {x„, y„, Iq) gehenden Flüche, die Gleichung der 
durch den Punkt (a-j, y, , z,) gehenden von der Form 

Ax By Cz -j- D -j- 1» = 0, 
inil^dcr Dediugung 
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"j” C*C| D = 0, 

also 


A (ux^—u^x) + B (uy, — i/,y) + C (i/r, — h,.-) -j- D {u — i/,) =0; 

eLenso die beiileii andern. Die Eliminatiun vmi A, P, C, D zwischen di'n 
vier so erhaltenen Gleichungen giehl 


^0 * i/o » *0 ’ ' 

uj-, — «,i, uy^ — u^y, ur, — w,z, u - u, 

nxj — »jX, vy., — v^y, er, — v^z, v — 

n'Xj — WyT:, wy^ — w^, nTj — w—w^ 


= 0 , 


eine Gleichung dritten Grades, als die Gleichung des Ortes. Wenn man 
sie in die Form 

1 , .T , y , z , 1 I 

^ 1 ^0 » i/u > *0 ’ ^ ; 

U, , UX, , M//| , WZ, , u I = 0 

rj , rxj , nyj , pi, , p | 

I Wj, tfXj, try^, p'Pj, n- ‘ 
transrorniiert und für 

j > *0 ' ^ j 

j J^i ’ ^1 ’ ^ '' = l) 

^2» Vii ~n ^ 1 

^31 1^3 . *3 . ^ 

in 


uvw D = U,prp (x„yr.^l) + Pjn’u {xoy,zl) + «'3“” {“'oi'i*2l) 

entwickelt, wo (x„yrjl), etc. Determinanten bezeichnen, so erkennt m.in, 
dass für jede der festen Ebenen der Durchschnitt mit der OrLsflÄche aus 
geraden Linien besteht, dass er für die Ebene der drei festen l’iinkte 
(^u> yo> ‘o). {^>^11 Jf|. *|)i (^^2» y^, i-J i'in KegeI.schnitt ist, welcher durch 
die beiden letzten und die Durchschnitte der drei Spuren der festen Ebe- 
nen in dieser bestimuit ist; endlich, dass der Ort für die Lage der vier 
festen Punkte in einer Ebene 


ax by cz d = 0 


in einen Kegel zweiten Grades und diese Ebene zcrßllt, weil dann 


Z) = 0, und 


dxi 


df) , dB 
: b = — : c 
dyi dzi 


dl) 
(iai ' 


d=A„(,= 1.2,3,4) 


und «I, Oj. “31 “4 äl* Stellvertreter der Einheiten in der letzten Vertical- 
reihe der D, also die Gleichung des Ortes 


+ *27 + *3 + 6y -f CZ -f rf) = 0 

wird. Der Kegel ist der dreiseitigen Ecke der Ebenen 


H = 0, p = 0, >p = 0 


umschrieben; ist die dritte derselben der Schnittlinie der Iieidcn ersten 
parallel, so wird er zum Gylinder, 
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Beispiel 24. Man soll den Ort der einen Ecke eine.s T elra- 
cder.<! he s li m ine n , wenn die drei in ihr z ns a ni in ens lossen- 
den Kanten und die ge gen ü h er I ie gen de Fläche je durch 
einen festen Punkl gehen, und die drei andern Ecken sich 
in festen Ehciien bewegen. 

Beispiel 25. Eine Ebene geht durch einen festen Punkt 
und ihre II ii rchsch nit Isp un k te mit drei festen geraden Li- 
nien bestimmen mi t je ei ncr von drei andern fe s ten geraden 
Linien ilrei Ebenen; man soll den Ort ihres Durclinitls- 
punktes untersuchen. 

Beispiel 26. hie Seiten eines Polygons iniDaume gehen 
durch feste Punkte und seine Ecken bewegen sich alle bis 
auf eine in festen Ebenen; man soll die Ortscurve der letz- 
ten Ecke b est im men. 

Beispiel 27. Die Seiten eines Polygons im Raume gehen, 
eine einzige ausgenommen, durch feste Punkte, die End- 
punkte dieser letzten Seite bewegen sich in festen geraden 
Linien, alle andern Ecken des Polygons aber in festen Ebe- 
nen; man soll die durch die freie Seite erzeugte Fläche 
u II t ers uclie II. 

Beispieles. Die Ecken eines Dreiecks bewegen sieh auf 
einer Fläche zweiten (Irades, während zwei seiner Seiten 
durch feste Punkte gehen; die Enveloppc seiner freien 
Seite ist eine Fläche zweiten (irailes, welche die gegebene 
do p pelt ber ü li r t, wo d i e V erb ind II n g sli II ie der he ide n fes ten 
Punkte sie schneidet. Wenn die erste der beiden Flächen eine Kugel 
ist, so sind die Rei ühriingspunkte die Kreispunkte der zweiten. (Vergl. 
„Analyl. Geom. d. Kegelschn.“ Art. 307, 5.) 
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Methoden der abgekürzten Bezeichnung. 


122. Wir geben in diesem Kapitel einen Abriss einiger 
von denjenigen Eigenscliarten der Flächen zweiter 
Ordnung, welche am einrachsten durch den ('•chranch 
abkfirzender Symbole bewiesen werden, durch Methoden 
.also, welche den in dem Kapitel XV. iler „Kegelschnitte“ aus- 
einander gesetzten analog sind. Es ist jedoch zweckmässig, auch 
ohne die Coordinatenentwickelnng der Art. 38., 39. zuerst noch 
einmal zn zeigen, dass alle die anzuwendendun Gleichungen 
eine zweifache Interpretation gestatten und dass daher jeder ge- 
fundene Satz einen andern ihm dualistisch entsprechenden Satz 
liefert. Es ist in der That unschwer zu erkennen, dass die 
Theorie der reciproken Polaren („Kegelscim.“ Art. 381 f.) 
ohne wesentliche Veränderung auf die Probleme der 
Geometrie des Raumes sich überträgt. 

Wir denken die Polaren in Bezug auf irgend eine Fläche 
zweiter Ordnung {£) gebildet. Jedem Punkte entspricht eine 
Ebene und umgekehrt, und jeder geraden Linie als 
der Verbindung zweier Punkte entspricht eine gerade 
Linie als Du^rchschnitt zweier Eben en. Einer Fläche S 
als einem Orte von Punkten entspriclit daher im All* 
gemeinen eine Fläche S als Enveloppe von Ehenen. 

Wenn wir in S einen Punkt betrachten, der einer gewissen 
Tangentialebene von S entspricht, so entspricht auch umgekehrt 
die Tangentialebene von S in diesem Punkte dem Beriihrungs- 
punkt jener Tangentialebene von S. Denn die Tangentialebene 
von S enthält alle die Punkte der Fläche S, die dem angenom- 
menen Punkte benachbart sind und es muss ihr also der Punkt 
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coi'i'espoiulicroii, in lU-iii sich alle diu der angenommenen lienacli- 
harlen Tangentialeliencn von S sclineiden, d. li. der Itcrriliniiigs- 
piinkt dieser Khene mit der Kläche. 

So entspricht nherhanpt jedem mit einer Fläche verhundenen 
I’nnktc eine mit der reciproken Fläclio verlmndene Ehcnc und 
umgekelirt; einer Geraden als zwei Funkte verbindend entspricht 
eine Gerade als niirchsrhiiitt von zwei Ebenen. In Folge dessen 
ist die Ordnung von S, als ausgedrnckt durch die Zahl der Funkle, 
in denen eine Gerade diese Fläche schneidet, der Classc von S 
gleich, welche durch die Zahl der Tangentialebenen gegeben 
wird, die an S durch eine Gerade gehen. Die Reciprokalfläche 
einer Fläche zweiter Ordnung ist daher wieder eine Fläche zwei- 
ter Ordnung, weil nach Art. 80. zwei Tangentialebenen durch eine 
beliebige Gerade an sie gehen. (Vergl. Art. G5.) 

123. Sehr einfache Vorstellungen aus der Theorie der Cur- 
ven von doppelter Krümmung zeigen die allgemeinen Reciproci- 
tätsverhällnisse dieser Letzteren. Eine jede nicht ebene Curve 
kann als eine Reihe von Funkten betrachtet werden, die nach 
einem gewissen Gesetze auf einander folgen; sie mögen durch 
1, 2, 3, etc. bezeichnet sein. Aus der Verbindung jedes dieser 
Funkte mit dem nächstfolgenden ent.s|>ringt eine Reihe von 
geraden Linien, welche durch 12, 23, .34, etc. zu bezeich- 
nen sind; jede von ihnen ist eine Tangente der Curve. 
In ihrer Vereinigung bilden sie eine Fläche und zwar 
eine entw ick el bare oder dcveloppable Fläche (Anmerk, 
des Art. 113.), weil jede von ihnen (wie 12) die nächstfolgende 
(23) durchschneidet. Wenn wir endlich die Ebenen 123, 234, 
etc. betrachten, von denen jede drei auf einander fol- 
gende Funkle enthält, so bilden sie eine Reihe von Ebe- 
nen, welche als ilie osc u I i er e n d e n Ebenen der Curve 
benannt werden und die zugleich Tangentenehencn der 
durch ihre Tangenten erzeugten abwickelbaren Fläche 
sind. 

Die Bildung des reciproken Systems giebt uns an 
Stelle der Reihen von Funkten, Linien und Ebenen entsprechende 
Reihen von Ebenen, Linien und Funkten; die Reciprokalforni einer 
Reihe von Funkten, welche eine Curve im Raume bilden, ist da- 
her eine Reihe von Ebenen, die eine dcveloppable Fläche be- 
rühren. 
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Wenn die Ciirve jener Pu nkle ganz in einer Ebene 
enlhallen ist, so gehen die Ebenen der Reciproken 
sämmllicb durch einen Punkt und bilden dieTangen- 
lenebenen einer Kegelfläclie. 

So bildet die Reihe der Punkte, nelche zweien Oberflächen 
gemeinsam sind, eine Curve im Raume; reciprok wird von der 
Reihe der Tangentenebenen, welche zweien Oberflächen gemeinsam 
sind, eine abwickelbare Fläche berührt, welche beide Oberflächen 
umliüIlL 

Der Schaar der durch einen Punkt gehenden Tangentenebe- 
nen einer Fläche eulspricht die Reihe der in der correspondie- 
renden Ebene liegenden Punkte der andern Fläche oder dem 
ebenen Schnitt der Fläche der Tangenteiikegel ihrer Reciproken. 
Es ergiebt sich auch leicht, dass einem Punkt und seiner Polar- 
ebene in Bezug auf eine Fläche zweiter Ordnung eine Ebene und 
ihr Pol in Bezug auf die reciproke Fläche zweiter Ordnung ent- 
sprechen. 

124. Die Reciproken werden oft in Bezug auf eine feste 
Kugel gebildet, deren Ceiitrum dann der Ursprung der Reci- 
procität heisst, uud wie in Art. 385. der „Kegelschn.“ erörtert, 
kann auch hier die Erwähnung der Kugel unterlassen und von 
den Reciprukalformen als in Bezug auf einen gewissen Ursprung 
gebildet gesprochen werden. Diesem Ursprung entspricht selbst 
die unendlich ferne Ebene und dem Querschnitt der einen Fläche 
in der letztem Ebene entspricht der Tangentenkegcl, der vom 
Ursprung aus an die andere ihr reciproke geht. Wenn also der 
Ursprung ausserhalb einer Fläche zweiten Grades liegt, d. h. wenn 
von ihm aus an dieselbe reelle Tangentialebenen gehen, so hat 
die Reciprokalfläche reelle Punkte im Unendlichen oder sie ist 
ein Hyperboloid; wenn der Ursprung im Innern der Fläche liegt, 
so ist die Reciproke ein Ellipsoid; wenn er der Fläche selbst an- 
gehört, so wird die Reciprokalfläche von der unendlich fernen 
Ebene berührt, oder sic ist, wie wir alsbald sehen werden, ein 
Paraboloid. 

Die Reciproke einer Regelflächc, d. i. einer durch Bewegung 
einer geraden Linie erzeugten Fläche, ist wieder eine Regelfläche, 
da einer geraden Linie eine gerade Linie und der durch Be- 
wegung einer Geraden erzeugten Originalfläche die durch Be- 

Sftlmoii, anal. (ieom. d. Baani«B. 1, 2. And. 10 
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wegiing ütT l{(T.i|)j'okalliMip pnlslehetide Fl.iclic enlsprichl *). nein 
c'iiiraclu'ii Ilypprlxiloid fiilspriclil daher stets wieder ein cinfaelies 
Ilyperbolnid, so lange der Ursprung nicht in der Fläche liegt, 
lind wenn diess der Fall ist, so ist die Iteciprokalllärhe ein hyper- 
holisches l’araholuid. 

125. Wenn die Heciproken in liezug auf eine Kugel gehil- 
det werden, so ist jede Ehene zu der geraden Linie iiurnial, die 
den ihr eiitspreclieiideu Punkt mit dem Ursprung verhindet. So 
entspricht jedem Kegel eine ehene Uiirve und der mit dem Ur- 
sprung als Spitze filier dieser letzteren gebildete neue Kegel hat 
normal zu jeder Taiigeutialebene des ersten Kegels eine Ivrzeii- 
geiide mul umgekehrt. Man nennt im Allgemeinen zwei Kegel 
— gleichgfdtig ob von gcineiiisamem Scheitel oder nicht — re- 
ciprokal , wenn jede Frzeiigende des einen noriiial ist zu einer 
Tangentialebene des audern. (Vergl. Deisp. 18 des Art. 121.) Aus 
dem letzten Art. ergiebt sich beispielsweise, dass der Tangeiilen- 
kcgel einer Fläche aus dem Ursprung in diesem Sinne rcciprok 
ist dem Asymptotenkegcl der lleciprokallläche. 

Die Schnitte von zwei reciproken Kegeln von einer- 
lei Scheitel mit einer Uhene sind polarreciprnk in 
Ueziig auf den Fiisspiinkt der Normalen vom gemciu- 
schaniichen Scheitel auf diese Fbeiie. Ilenii für /’ als den 
Schuiltpimkt der Fbene mit einer Krzeiigendeii des Kegels mid ()flals 
ihre Schnittlinie mit der zu ihr normalen TaugiMitialehenc des andern 
Kegels, sowie M als Fiiss[uinkt der Normale vom Scheitel 0 der 
Kegel auf die Khene ist olfenbar t‘M iiorinal zu (Jf{ und fiir .S 
als Schnittpunkt von PM und QTt ist POS ein bei 0 reebtwink- 
liges Dreieck und somit PM . MS dem conslaiilen OM- gleich. 


’^) Cayley liut ticiiicrki, (las.s der Grad einer Kegclfläehe immer 
dem Grade ihrer Heciprokalfhiche gleich sein muss. Der Grad der 
UeciprokalHitcho ist der Zahl von Tangcntencbencn gleich, welche durch 
eine willkürliche Gerade gehen. Xnn werden wir später formell bewei- 
sen, cs ist aher an sich hinreichend offenhar (vergl. auch .Art. 111.), 
das.s die Tangentenebene in einem beliebigen Punkt einer Kegclfläehe 
die erzeugende Gerade enthält, welche durch diesen Punkt geht. Daher 
ist der Grad der Keciprokalfläche der Zahl von Erzeugenden gleieb, 
w'elche eine willkürliche Gerade schneiden. Und diess istgenau die- 
selbe Zahl, wie die der Punkte, in denen die Gerade die Fläche schneidet, 
weil jeder Punkt einer Erzeugenden der Fläche angchört. 


D' 


^'noglc 
^ 
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Die Orlseurve von P ist daher identisch mit derjenigen, welche 
entstellt, wenn man in der von M auf die Tangente QR gefäll- 
ten Normalen ein dem Iteciproken ihrer Länge gleiches Stück 
ahträgt. 

Das Folgende erläutert die Anwendung des hiermit begrün- 
deten Princips: Durch den Scheitel jedes Kegels vom 

zweiten Grade gehen zwei als Focallinien henannte 
Gerade von der Eigenschaft, dass jeder Schnitt des 
Kegels durch eine Ebene, die zu einer dersel ben nor- 
mal ist, den Fusspunkt dieser letztem zum Brenn- 
punkt hat. Denn indem wir den llcciprokalkegel des gegebenen 
durch die Normale seiner Tangentialebenen aus der Spitze bilden, 
und die beiden Ebenen der Kreisschnitte betrachten, die derselbe 
nach Art. 104. besitzt, so erkennen wir nach dem gegenwärtigen 
Art., dass der Schnitt des gegebenen Kegels mit einer Ebene, die 
zu einer von diesen parallel ist, ein Kegelschnitt sein muss, der 
den Fusspunkt ihrer Normale aus dem Scheitel zum Brennpunkt 
hat. Das eben Bewiesene kann auch daliin ausgesproclien wer- 
den, dass die Focallinie eines Kegeis zu den Kreis- 
sebnittehenen des Beciprokalkegels normal sind. 

126. Die Reciprokalfläche einer Kugel in Bezug 
auf irgend einen Punkt ist eine IJmdrehungsfläche, 
die durch Drehung eines Kegelschnitts um die transversale Axe 
erzeugt wird. Diess kann ähnlich wie das Entsprecliende in Art. 
.'ISö. der „Kegelschn.“ bewiesen werden. 

Wenn wir zwei beliebige Punkte A, B betrachten, so sind 
ilire Entfernungen vom Ursprung in dem nämlichen Verhältniss 
wie die Normalen , welche von jedem auf die dem andern ent- 
sprechende Ebene gefällt werden. („Kegelschn.“ Art. 131.) Da 
nun die Entfernung des Centrums einer festen Kugel vom Ur- 
sprung und die vom Centrum auf die Tangentenekene derselben 
gefällte Normale beide constant sind , so muss für jeden Punkt 
der Beciprokalfläche die Entfernung vom Ursprung zu der von 
ihm auf eine feste nämlich die dem Centrum der Kugel entspre- 
chende Ebene gefällten Normalen in einem constanten Verhältniss 
sein. Der Ort des Punktes ist aber offenbar eine Umdrehungs- 
fläche, für welche der Ursprung ein Focalpunkt und die fragliche 
Ebene eine Directrix ist. 

Durch die Methode der Rcciprocität gelangen wii' 

tu* 
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daher von Ei^'eiiscliaflen der Kugel zu Kigensriiarten 
von L'nidreliungsriäciien um die transversale Axe. 
Indem wir Heis]iiele dafür gehen, stellen wir links Eigensrhaften 
der Kugel, rechts die corres|iondierenden Eigenschaften der (Jm- 
drehungsllächen dar. 


Beispiel 1. Eine Tangentenebeiic 
einer Kugcinächc ist iiomial zu der 
geraden Linie, die ihren Hcrrdirungs- 
pnnkt mit dein Cenirinn verhindct. 


Beispiel 2. Jeder Tangentenkc- 
gel einer Kugel ist ein gerader Ke- 
gel, dessen T.mgentencl)enen mit der 
Ebene der Berübrungscurve gleiche 
Winkel bilden. 


Die gerade Verbindungslinie eines 
Fuealpunkles mit irgend einem 
Punkte der Flüclie ist normal zu der 
Ebene, welche durch den Focalpunkt 
und die Durchscbnillslinic der ent- 
sprechenden Directrixelienc mit der 
Tangentenebene des Punktes bc- 
slimnil ist. 

Der Kegel, dessen Scheitel ein 
Focalpunkt niid dessen Basis ein 
ebener Scbnill einer Umdrehungs- 
näche ist, ist ein gerader Kegel, wel- 
cher die Verbindungslinie des Focal- 
punktes mit dem Pol der Schnitt- 
ebene zur Axe hat. 


Es ist ein specieller Fall dieses letzteren Salzes, dass jeder 
diene Schnitt eines IJmdrehungsparaboloids auf die Tangenlcneheiie 
in seinem Scheitel sich als ein Kreis prnjiciert. 


Beispiel .3. Jede Ebene ist nor- j 
mal zu der geraden Linie, welche 
das Centrum mit ihrem Pole ver- 
bindet. 


Beispiel 4. Jede Ebene durch 
das Centrum ist normal zu dem ihr 
conjugierten Durchmesser. 

Beispiel 5. Jeder Kegel, der einen 
ebenen Schnitt der Kugel zur Basis 
hat, hat zur Ebene desselben paral- 
lele Kreisschnittc. 

Beispiel G. Jeiler Cylinder, wel- 1 
eher eine Kugel umhüllt, ist gerade, ^ 

Beispiel 7. Irgend zwei einander I 


Die gerade Verbindungslinie eines 
beliebigen Punktes mit einem Focal- 
punkte ist normal zu der Ebene, 
welche durch diesen Focalpunkt und 
die Durchschniltslinie der entspre- 
I eilenden Directrixehene mit der Po- 
iarebene des Punktes bestimmt ist. 

Jede Ebene durch einen Focal- 
punkt ist normal zu der geraden 
Linie, welche ihn mit ihrem Pul 
verbindet. 

Die Focallinien eines Tangentcii- 
kegels der Umdrehnngsflüche sind die 
geraden Linien, welche seinen Schei- 
tel mit den beiden Focaipnnkten ver- 
binden. 

Jeder durch einen Focalpunkt 
gehende ebene Schnitt hat diesen 
zum einen Brennpunkt. 

Die Ebenen , welche von zwei 
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coiijiigii'iie Oller polare (vergl. Art. ^ einander conjugierlen geraden Li- 
B5) gerade Linien sind reelilwinklig nien mit einem Kocalpunkt lieslinnnl 
7.11 einander. irerden, sind normal zu einander. 

Beispiel 8. Jede eine Kugel um- Wenn eine Fläche zweiten Grades 
hrillcnde Fläche zweiten Grades ist eine L'mdrehungsHäche umhüllt, so 
eine Uimlrehnngsflächc und ihr i ist ein Tangentenkegcl der erstc- 
Asymptolenkegel daher ein gerader reii, dessen Scheitel ein Kocalpunkt 
Kegel. ! der letzteren ist, ein L'mdrehnngs- 

kegel. 

127. Die Reciproke einer cenlrisclien Fläche zwei- 
ten Grades in Reziig aiiT einen lieliebigen Punkt kann 
auch nach Analogie der für Kegelschnitte angewendeten Methode 
(vergl. „Kegelschn.“ Art. 398., 399.) aiisgedrückl werden. Denn 
die Länge der von irgend einem Punkte aiiT die Tangentenebeiic 
gefällten Normalen ist nacli Art. 89. 

p=- =y [a'^cos^a -)- h’cos’jj -{- c’cos*y) — (x coso-f-y cos(J-f-z'cosy) 

und daher die Gleichung der Iteciprokalllärhe 

(.XX + yi/ + -f /.’)* - + A’y’ -f c’z*. 

So hat die neciprokalllärhc in Oezug auf das (^enlrntn die 
Gleichung 

fi^x’ -|- — Ic*, 

d. h. sie ist eine Fläche zweiten Grades, deren Axen die Reciproken 
iler Axen der gegelienen Fläche sind. 

Wir haben iin 17. Beisp. des Art. 121. die .Methode angegeben, 
nach welcher die Gleichung der Reciproken einer Fläche zweiten 
Grades in Rezng auf eine andere allgemein gehildet wird. Dnd 
wir erhallen inshesondere die Reciprokallläche in Bezug auf die 
Kugel x’ -|- y‘ -j- = A’ durch Suhstitulion von x, y, z, — P 

für I 3 , in die Gleichung des Art. 70. in Fhenencoordi- 

naten; oder mehr symmetrisch diese letztere Gleichung seihst 
kann als die Gleichung der Reciproken in Bezug auf die Fläche 
X,* X./ + ^ 3 ’ + ^ 1 ’ = 0 betrachtet werden. 

llie Reciproke von der Reciproken einer Fläche ist nothwen- 
dig diese Fläche selbst. So insbesondere für die Fläche zweiten 
Grades; wenn wir die Gleichung der Reciproken von der Reci- 
proken einer F'läche zweiten Grades a,|X,* + . . . = 0 wirklich 
hilden in der Form AnX,^ -f- . . . = 0 als Reciproke von der 
Reciprokalfläche -j- . . . = 0, so finden wir 
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A|J = u “f“ ^33 ■'^34^ 

lind durch Einsetzung der IVerlhe der v/,* ferner A,, = 

Und in gleicher Art allgemein A,i = so dass die Gleichung 

der Heciproken von der lleciproken in der That das Product der 
gegehenen Gleichung in das Quadrat der Discriminanle ist. (Vergl. 
,, Vorles.“ Art. 17. und „Kegelschn.“ Art. 80.) 

128. Das Prinrip der Dualität ist von der Methode der reci- 
proken Polaren unahhängig in den Entnickelungen der Art. 38 f. 
hegrnndcl, aus nelchcn hervorgeht, dass alle unsere Gleichungen 
eine zneifachc geonielrische Interpretation •gestatten und dass sie 
als Gleichungen in Ehenencoordinaten interpretiert die recipro- 
ken Sätze zu denen liefern, welche nach der Interpretalion in 
Punktcoordinalcn a:, in ihnen enthalten sind. 

Wenn die homogene Gleichung nten Grades in den ar,- eine 
Fläche «ter Ordnung deshalb darstellt, weil die Verhindting der- 
selben mit den Gleichungen einer Geraden, d. h. mit zwei in 
den Xi linearen Gleichungen die Verhältnisse a:, : a-, :x, , 

Xj : X, zu herechnen erlaubt, indem sic für dieselben « Gruppen 
zusammengehöriger Werthe lieferl, nach deren jeder eine Gruppe 
von drei Ebenen bestimmt ist, die durch die Kauten 
■iiA., des Fundameiilaltctraeders respective hindurchgehen und 
den Punkt enthalten, dem jene Werlhgruppe angehört; so reprä- 
sentiert dualistisch entsprechend jede homogene Gleichung »ten 
Grades in den eine Fläche «ter Classe, weil jede Ebene 
|,x, IjXj -f- ^3X3 -j- |,.r, = 0, deren Courdinaten |, sie be- 

friedigen, eine Tangentialeheiic derselben ist und durch jede Ge- 
rade n solche Eheiien gehen, deren Coordiiiaten man nämlich 
erhält, indem man die Werthe der Verhältnisse ^| ; ^ 2 '-^,. 

^3 : aus der Gleichung der Fläche und zwei linearen Gleichun- 

gen, den Gleichungen zweier Punkte jener Geraden bestimmt; 
oder indem man für und f( als die Coordiiiaten von zwei 
durch die Gerade gehenden und sie bestimmenden Ebenen die 
i]i -|- Äfi als Coordiiiaten der fraglicben Tangentialebenen mittelst 
Einsetzen in die Gleichung durch Derechnung der u ihr genü- 
genden Werthe von k bestimmt, analog der Methode des Art. 75. 

129. Für die allgemeine Gleichung zweiten Grades in Ebenen- 
roordinaten 

•^11 ^1^ + • • • + -f- . . -j- = 0 

mag diess etwas weiter ausgeführt werden. 


Oleicliung ?:wcUen Gra<ies in Kbenencoordiniitcn, Art. 129. 151 


:ü odiT 5 , .2:,' -j- 


0 , 


Wenn «ir 5 / -f" für 5 , ciiifüliren, so entstell! eine in k 
quadratische Cleicimng, welche in iler Forin 2"-1-2 ä' n-\- k'^1" — () 
"eschriehcn werden mag. Berührt die Ehene die Fläche, so 
ist 27" =0 und eine der Wurzeln der lelzlern Gleichung ist A =0. 
Auch die zweite W'urzel wird Null, wenn TI = 0 ist; d. h. die 
Coordinaten jeder zur Tangentialehene H unendlich nahe hcnach- 
harten Tangentialehene genügen der Bedingung 

welche als Gleichung ersten Grades einen Punkt repräsentiert, 
näiidich den Berührungspunkt der Ehene durch welchen jede 
folgende Tangentialebene gehen muss. Wir können aber ferner 
die eben erhaltene Relation als eine sidcho helrarhlen, die die 
Coordinaten einer Tangentialehene mit (Jenen jeder andern durch 
ihren Berührungs|)unkt gehenden Ebene verbindet und schliessen 
dann aus der vollkommenen Symmetrie der Relation wie in Art. 
G3., dass für |/ als Coordinaten irgend einer Ehene die Coordi- 
iiatcn der Tangentialehene der Fläche für jeden Punkt in dieser 
Ehene I,' die Bedingung 


erfüllen müssen; diese stellt aber einen Punkt dar, durch wel- 
chen also alle jijne Tangentialehenen gehen müssen, mit andern 
Worten, sie repräsentiert den Pol der gegebenen Ebene. Wir 
können dann nach der Methode des Art. 7fl. aus der allgemeinen 
Gleichung zweiten Grades in Ebenencoordinaten die entsprechende 
Gleichung ahleiten, welcher die Punkte der durch sie dargestell- 
ten Fläche genügen mi'issen, d. i. ihre Gleichung in Punktcoordi- 
naten. Ist die Gleichung eines Punktes der Fläche 

+ •'t/?! = 0. 

und sind die Coordinaten der enUsprechenden Tangentialehene, 
so folgt aus den vorher erhaltenen Gleichungen, dass für ä als 
einen unbestimmten .Multiplicalor die Gleichungen lieslehen müssen 

l x{ = A^^ -j- .f,., + -^la ^a + ^11 5’i* 

A .Tj = Ay, I, -j- A .^2 I2 "i" Sa 

A 0-3' = A^y I, -|- Ij + //33 j., + Ij , 

A a-,' = A^^ g, 4- //j, -f- ^31 Sa + 

die .Auflösung derselben nach ^ gieht die Coordinaten der Polar- 
ebene eines beliebigen Punktes und indem wir ausdrücken, dass 
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diese der gcgebeiieii üleicliung des Piiiikles gcnügcM, erhalten nir 
die durch die Coordiiialcii a-,- eines Punktes der l'läche zu erfül- 
lende Kelalion; sie «eicht nur durch Vertauschung der | mit den 
x und der kleinen Burhslahen tia mit den cnlsprechenden grossen 
von der in Art. 79. gefundenen Gleichung ah. 

Es ersrlieiut unnötliig, «eitere Beispiele dalür zu gehen, «ie 
alle die vorhergelieiulen Unlersuchungen den entsprechenden Glei- 
chungen in Ehenencoordinalen angepasst «erden können. Wir 
haben aber in dem nun Folgenden unter den einzuführenden ah- 
kürzenden Symbolen überall nur Gleichungen in Ehcneiicoordi- 
naten zu denken, um direcle Beweise der Beciproken der ent- 
springenden Sülze oder der nach dem Princip der Dualität ihnen 
entsprechenden Sätze zu erhalten. 

l.TCk Wenn wir durch U — 0, r — 0 zwei belie- 
bige Flächen zweiten Grades darstclien, so ist 
U + IV = 0 

die allgemeine Gleichung derjenigen Flächen zweiten 
Grades, welche durch alle gemeinschaftlichen Punkte 
jener beiden hindurchgehen; sie repräsentiert, wenn A un- 
bestimmt ist, eine Beihc von Flächen zweiten Grades, welche eine 
gemeinschaftliche Durchdringungscurve haben. Man kann die Ver- 
einigung derselben als ein Flächenhüschel zweiten Grades 
bezeichnen. 

Da nach Art. 58. neun Punkte eine Fläche zweiten Grades 
bestimmen, so ist f/ ^ F = 0 die allgemeinste Gleichung einer 
durch acht gegebene Punkte gehenden Fläche dieser Art. Wenn 
{/ = 0, V = 0 zwei Flächen zweiten Grades sind, deren jede 
durch diese acht Punkte hindurchgeht, so wird durch U-j-XP'=0 
eine Fläche derselben Art \orgcstellt, die diese Punkte ebenfalls 
enthält, und die Constante A kann so bestimmt werden, dass *lie 
Fläche durch einen beliebigen neunten Punkt geht, d. i. dass 
sie mit irgend einer beliebigen die acht Punkte’^) enthaltenden 
Fläche zweiten Grades zusammenfällt. 


*) Der allgemeinere Ausdruck Elemente, in welcliem wir Punkte der 
Fluchen und Tangentenebeuen derselben zusammenfasseu, kann hier 
überall dem eingesebrUnkteren substituiert werden. An Stelle der räum- 
lichen Curve tritt die developpable Flüche , wenn man von Punkten zu 
Tangentenebenen übergebt. 



FlUcbcnbüschel und Klächennctz zweiten Grades. Art. 131. 153 


Alle durch acht Punkte gehende Flächen zueilen Grades 
haben somit eine ganze Reihe geineinscharilicher Punkte, welclie 
eine Ourchdringungs- oder Dnrchsrhnittscurve bilden; unil alle 
Flächen zweiten Grades, welche acht gegebene Ebenen berfihren, 
liaben eine ganze Reihe gemcinschafllicher Tangenlenebenen, welche 
eine bestininite abwickelbare Fläche erzeugen, die die ganze Reihe 
von Flächen zweiten Grades umbiilll, denen die acht resteii Ebe- 
nen als Tangelitenebenen enlsprechen. 

Offenbar kann daher das Problem, eine Fläche 
zweiten Grades durch neun gegebene Punkte zu be- 
schreiben, unbestimmt werden; denn wenn der neunte 
Punkt der durch die acht gegebenen Punkle heslimmlen Raum- 
curve angehörl, die der Durchschnitt von zwei durch sic gelieii- 
den Flächen zweiten Grades ist, so enthält jede durch diu acht 
Punkte gehende Fläche zweiten Grades auch den neunten Punkt. 
Zur Bestimmung der Fläche muss daher ein neunter 
nicht in dieser Gurve gelegener Punkt gegeben sein. 

Denn wenn im Allgemeinen für V = 0, V = 0 als Glcich- 
iiiigeu zweier durch acht bestimmte 1‘nnkle gehenden Flächen 
zweiten Grades durch die Substilulion der Goordinaten eines 
neunten Punktes in <7 i F = 0 die Gonstante A bestimmt wird, 
so geschieht dies in dem speciellen Falle nicht mehr, wo durch 
diese Goordinaten die Gleichungen U = 0, F=0 identischer- 
füllt sind, d. i. wenn der neunte Punkt der Durchniltscurvc jener 
Flächen angehört. 

131. Wenn sieben Punkte (oder T a n g e n t c n e b e n e li) 
als einer Reihe von Flächen zweiten Grades gemein- 
sam gegeben sind, so ist ein achter diesen Flächen 
gemeinsamer Punkt (eine achte gemeinschaftliche 
Tangentenebene) ilurch sic bestimmi. 

Denn wenn U — 0, F -= 0, W = 0 drei durch jene 
sieben Punkte gehende Flächen zweiten Grades darstellen, so 
wird durch V I.V pfF == 0 eine beliebige andere diese 
Punkte enthaltende Fläche zweiten Grades ausgedrückt, weil die 
Gonslanten A und so bestimmt werden können, dass die dar- 
gestellte Fläche durch zwei beliebige andere Punkte hindurebgeht. 
Aber die Gleichung U -j- AF -j- ptF = 0 repräsentiert olTenbar 
eine Fläche zweiten Grades, welche durch alle den drei^ Flächen 
U = 0, F = 0, ;f = 0 gemeinschaftlichen Punkte hindurch- 
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gehl; tia sieh dieselhcn nun in acht Puiiklcn durclischneiileti, so 
exislierl ausser den siehcii gegehenen Punkten ein beslimintcr 
achter l’iinkt, welcher dem ganzen System von Klärhen gemein- 
sam ist; wir nennen es ein Bündel oder Netz und diese acht 
Punkte seine Grund punkte. 

Obgleich also im Allgemeinen acht Punkte eine Cnrve von 
doppelter Krnnininng bestimmen, welche der Durchschnitt zweier 
Flächen zweiten Grades ist, so ist es doch möglich, dass sie zur 
Bestinimnng derselben nicht hinreichen; denn es giebl, wie wir 
eben gesehen haben, einen speciellen Fall, im welchem acht ge- 
gebene Punkte nur für sieben nnahhängige Punkte zählen. 

Wenn wir daher sagen, dass eine Fläche zweiten 
Grades durch neun Punkte und eine Durchschnills- 
curve von zwei solchen Flächen durch acht Punkte 
hestimmt ist, so setzen wir voraus, dass jene neun 
und diese acht i’unkte in ihrer Lage vollkommen un- 
beschränkt sind.*) 

132. Wenn ein System von Wenn ein System von Flä- 
Flächen zweiten Grades eine ge- eben zweiten Grades derselben 
mcinsrhartliche Durchschnills- dcvelnppaheln Fläche eingeschric- 
enrve hat, d. i. wenn die Flächen hen ist, d. i. wenn die Flächen 
desselben acht Punkte gemein desselben acht gemeinsame Tati- 
hahen, so gehen die Polarebenen gentenehenen besitzen, so ist der 
eines festen Punktes in Bezug Ort der Pole einer fesli-n Khene 
auf die Flächen des.Syslems durch in Bezug auf die Flächen des 
eine feste gerade Linie; oder die j Systems eine gerade Linie; oder 
Polaren eines Punktes in Bezug j die Pole einer Ebene in Bezug 
auf die Flächen eines Büschels j auf die Flächen eines Büschels 
zweiter Ordnung bilden ein Ebe-i zweiter Klasse bilden eine gcrad- 
nenbüschcl. I linige Punktreihe. 

•) Die Kntwickelung der imf riiichcn behelligen Oraites bezüglicbcn 
Rllgemcinen Theorie entspricht ganz der für höhere Curven gültigen.'*) 
(Salinon, „Höhere Curven“ Art. 21— ;10.) Wenn eine Anzahl von Punk- 
ten gegeben ist, die um Eins kleiner ist als die Zahl der zur Hestim- 
inung einer Flache n'" Ordnung nöthigen Punkte, so ist dadurch eine 
l'urve bestinimt, durch welche die Fläche geht; und wenn die Zahl der 
gegebenen Punkte um zwei geringer ist, so sind durch sie eine gewisse 
Anzahl anderer Punkto der F’läclie mitbcstimint, nämlich so viel, als zu 
der Anzahl n* noch fehlen. 


3. viini- i; 


FIHchcnbÜBcIiel und l'lächenuctz zweiten Grades. Art. 133. 15Ö 


Denn wenn die Gleichungen /* = 0, J) = 0 die I'olarebc- 
neii eines festen Punktes in Bezug auf die l'läclien zweiten Gra- 
des U = 0, V = 0 respective hczeiclinen, so ist P ).0 = Ü 
die Gleichung der Polarehene desselhen Punktes in Bezug auf die 
Fläi lie i7 -f A r = 0. 

Insbesondere ist der Ort der Centra aller dersel- 
ben devcloppabcln Fläclie ei ngesc brie be n eii oder 
acht Ebenen berührenden Flächen zweiten Grades 
eine gerade Linie. 

1 33. Wenn ein System von Flächen zweiten Gra- 
des durch eine gemeinschaftliche Durchschnittscurve 
geht, (oder in eine gemeinschaftliche dcreloppable 
Fläche eingeschrieben ist) so erzeugen die Polaren 
einer festen geraden Linie ein Hyperboloid mit einer 
.M a n t e I fl ä c h e. 

Denn wenn f* -|- = 0. = 0 die Polaren 

zweier Punkte jener geraden Linie sind, so liegt ihre Durch- 
schnillslinie nolhwendig auf dem Hyperboloid PQ' — P'O. 

1,34. Wenn ein System von Flächen zweiten Gra- 
des eine gemrinschafllichc Durchschnittscurve hat, 
so ist der Ort des Pols einer festen Ebene eine Baum - 
curve dritter Ordnung. 

Denn die Elimination von 1 zwischen den Gleichungen 

P -f = 0, P’ + 10' = 0, P" + 10" = (I 
giebt das System der Determinanten 

I' P. P', P" i, _ 

0 '. P"i!“ ■ 

welches eine Curve dritter Ordnung repräsentiert. Denn die Flä- 
chen PQ' = P 0, PO" = P"Q be.-itiniinen zwar eine Durchschnitts- 
riirve vierter Ordnung, aber dieselbe enthält die gerade Linie 
/> = (t, 0 = 0 als Tbeil, welche der Durchdringungsciirve der 
Flächen P'O" - P'O' , PQ" = P'O nicht angehört. Die zu allen 
drei Flächen geineinschartlichen Punkte bilden daher nur eine 
Raumeurve dritter Ordnung. 

Wenn (nach reciproker Interpretation) ein System von 
Flächen zweiten Grades einer gemeinschaftlichen 
devcloppabcln Fläche eingeschrieben ist, so umhüllt 
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il ie l’ülarcbeiie eines feslen I‘uii kies eine developpable 
l''läclic, welche die Reeijiroke einer ItaumcurTe drit- 
ter Ordnunj; ist. 

135. Die l’olarehcnen eines] Die Pole einer festen Ebene 
Punktes in Bezug auf alle die in Bezug auf alle die Flächen 
durch sichen gegebene Punkte zweiten Grades, welche dieselben 
gehenden Flächen zweiten Gra- sieben Tangenlenebenen besitzen, 
des geben durch einen bcstiinm- liegen in einer festen Ebene, 
len feslen Punkt. 

Denn die Gleiclinng der Polare eines festen Punktes in Be- 
zug auf eine der durch die allgemeine Gleichung {/-}- A F -|- ptr 
= 0 dargeslellten Flächen ist von der Form P -|- + pß = 0 

lind enthält daher den festen Punkt, in welchem die Ebenen 
P = 0, () = 0, ß == 0 sich schneiden. 

Man kann auf Grund dieses Satzes zu einem Punkte P den 
barnionischen I*ol P* in Bezug auf die Flächen des Systems con- 
slruiercn'*), indem man für drei seiner einfachen Hyperboloide 
die Polarebencn ermittelt. Sind 1, 2, ... 7 die sieben l’unkte, 
BO gehen durch 5, ß, 7 drei Erzeugende eines solchen Hyper- 
boloids, nämlich die Transversalen zu 12, 34; die zu 13, 24 be- 
stimmen ein zweites und die zu 14, 23 das drille. Die harmo- 
nisch conjngierten Punkte in den Transversalen zu zwei Erzeu- 
genden desselben Hyperboloids sind Punkte der Polarebene. 

Daraus ergiebl sich die Bestimmung der Polarebene von P 
in Bezug auf die diireb neun Punkte 1, 2. ... 9 gegebene 
Oberfläche zweiter Ordnung: sie enlhnll die harmoniseben Pole 
zu P in BeJüig auf die Systeme durch die Punkte 1, 2 ... 7; 
1, 2 ... 6, 8 und 1, 2 . . . 6, 9. Damit ist aber die Fläche 
zweiter Ordnung selbst linear conslruierl'*) und man ermillell 
leicht ihr Gentrum und ein System von drei einander conjugier- 
ten Durchmessern. 

Dagegen ist der Ort des Pols einer Ebene in Bezug auf die 
Flächen des Systems eine Fläche dritter Ordnung. Aus Art. 134. 
erkennt man auch, dass der Ort der Spitzen der durch die sie- 
ben Punkte gehenden Kegelflächcn zweiten Grades eine Gurve 
sechster Ordnung ist, die auf der vorigen Fläche liegt. Sie ist auch 
der Ort solcher Pole, deren Polarebenen in Bezug auf die Flä- 
chen des Systems ein Büschel bilden. 
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13G. Aus dem Umslaiule, dass die Disriimiiiante in liejiig 
auf die Coelficienten der Cluidiung vom vielten Grade ist, fulgl, 
dass die Grüsse A aus einer hiquadralischcii Gleidiung beslimmt 
werden muss, wenn die Gleidiung U -|- A r = 0, die allgcineiiie 
Gleidiung der einem einraelien System aiigeliürigen Flächen, einen 
Kegel darstellen soll. Daraus ergiebt sich, dass durch die 
Üiirchschnillsliiiie zweier Flächen zweiten Grades 
vier Kegel zweiten Grades hindiirchgehen. 

AVenn A,- eine der vier Wurzeln dieser biqiiadralisdien Gleich- 
ung hezeichnel, so bestimmen die vier Ebenen 

r, + A. F, = 0, -f A. F, = 0, Fj-f A, rj = 0, F, -f A, r^=0 

durch ihren Durchschnitt die Scheitel dieser vier Kegel; oder diese 
Punkte sind gegeben als die vier durch die Delerminantenreihe 

u„ v„ F, 

' F,, F,, F„ F, 

bestimmten Punkte. 

Dieselben vier Punkte sind diejenigen, deren Po- 
laren in Bezug auf alle die gemeinschartliche Curve 
enthaltenden Flächen zweiter Ordnung in eine Fihene 
Zusammenrallen. 

Denn die Anfstelhing der Bedingungen, unter welchen die 
Ebenen 

x.V,' -{-• a:..F«' -4- -4- .r.F,' = 0, 

^1 F,' + Xj Fj' Xj Fj' + x^ F,' = 0 

/iisammenrallen, führt auf dieselbe Reihe von Determinanten. 

Fihenso giebt es vier Ebenen, deren Pole in Bezug 
auf eine Reihe von Flächen zweiten Grades zusammen- 
fallen, welche derselben developpahelii Fläche ein- 
geschrieben sind. 

Beispiel. Die Sch e i t cl k a n t c p des Büschels der I'olar- 
chciicn eines Punktes in Bezug an T ein Klächenhüschel zweiten 
Grades (Art. 132.) hcstimint mit den Punkten des gemeinsamen 
Quadrupels harmonischer Pule iler Flächen vier Ehenen von 
constantem Doppel verhSltniss. 

Für F = 0, F' = 0 als zwei Fhlchen des Büschels und u = 0, 
u •= 0 als die Gleichungen der Polarehenen von P in Bezug auf diesel- 
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hen ist Xu 0 die (ileidiung der Polarebeiic von P in Bezug auf 

die Fläche V — 0 des Bilschels. Sind dann 

U -4- . . . , ü' = + 

so gehen die Ebenen 

X^u u “ 0, X.,u -f- u' = I), ijM -f- u — U, A|M -|" 

diircli die Fundainentaipnnkle A.j, .1^ ri«pcclive, d. i. <lurcli die 

Pnnkle des gcineinsamen (Juadrupels ftir diejenigeit ij, welche den Be- 
dingungen 

+ = VM+nv2'=*>- V33 + «33’=‘^' + = 

genOgen. Das Dnppelvcrhrillniss der vier Ebenen ist also von der Lage 
des Punktes P nnahhängig. Wenn /’ in der gemeinsamen Curve der Flä- 
chen liegt, so ist /) die entsprechende Tangente derselben. 

Dieselben Formeln zeigen in den Variaheln interpretiert, dass 
die Pole einer Ebene in Bezug auT alle die Flächen der dersel- 
ben De vol oppabe In eingeschriebenen Schaar von Flächen zwei- 
ter Classe eine geradlinige Beihe bilden, in welcher die ilen 
vier Ebenen des gemeinsamen Ouadrupels angehürigen Punkte 
eine Gruppe von unveränderlichem Doppelverhältniss licfeni; 
so insbesondere für alle Erzeugenden der gemeinsamen Developpabcln. 

Da die Gleichungen der beiden erstbetrachteten Flächen zweiten 
Grades in den durch 

«32 "33 «41 + • • • = "2j' "33' “11' It^ + • . • = " 

ausgedrückt werden, so gelten für die Parameter der Schnittpunkte der 
Polreihen in den Fundanientaicbenen die Gleichungen 

"33 "41 “f* "i2 "33 "41 ~ 
und die Bildung des lloppclverhältnisses 

^1 ~ ^ “ ^4 

tf — äj äj — 

zeigt, dass es in diesem Falle wie im vorigen den nämlicben /ahlenwerth 
hat, nämlich 

« 1 O 3 ' ~ « I «3 . «i"/ — ^l’“4 

^/jr/3 — T/f ^^4 ”” ^1 

Damit ist ein Complex zweiten Grades (Art. 53.) charakterisiert, 
zu dessen allgemeiner geometrischen Ileiinition wir durch folgende Ueber- 
legung gelangen. Durch die Constrnctionen beider Sätze treten zum pri- 
mitiven Punkt- oder Ebenensystem des Baumes die beiden ihm reciproken 
Ebenen- oder Punkt-Systeme, welche nach Art. .50, 3 die erste und zweite 
Fläche zweiten Grades erzeugen. Diese letztem Bäume sind nothwendig 
collincar [a. a. 0. 2.) und die Geraden iles Complcxes sind nichts amleres 
als die Verbindungslinien der entsprechenden Paare von Punkten und zu- 
gleich die Schnittlinien der entsprechenden Paare von Ebenen derselben. 
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Unsere Sätze aber sagen, ilas.s ilicse Geraden mit den sicli selbst 
cnls|irecbenden Punkten und Ebenen der collinearen Räume 
Reiben und BQschel von conslantem Duppelverbällniss be- 
stimmen. "’) 

Dass Gerade solcher Art einen Complex zweiten Gr.ides bilden, folgt 
geoniclriscli aus dem Umstande, dass die in einer Ebene liegenden oder 
dureb einen Punkt gehenden iinlcr ihnen einen Kegelscbniit respectivo 
einen Kegel zweiten Grades bilden, der den Geraden in den Flächen cin- 
go.schriebin ist oder die Geraden tiaeh den Ecken enthält. Man erkennt 
auch, dass alle die Geraden zum Coinple.x gehören, welche in einer Fläche 
des Tetraeders liegen, oder durch eine Ecke desselben gehen, oder zwei 
Gegenkanten desselben schneiden. 

Dasselbe ergiebt sieb auch analyliseb. Wenn wir die Cnordinaten 
ilcr Diirchnittslinien der Ebenen 1 und 3, 2 und 4, 1 und 4, 2 und 3 

(l.Sj (M) (U) (23) 

Ttji;, Hit. Jr,*, Hit respective liezeichnen, so erhalten wir die Gleichung 
des Strahlencomplexes vom Dü(ipelverhällniss der Schnittpunkte (1234)=/f 
in der Form 

(13) (13) (13) (US) (21) 

+ fti^ai + Pii’^ii + • • ) (PIJ^IZ + ) 

(2.3) (11) 

= A (/iijjri, -f- ) (Pi2Jti2 + )> 

welche durch Vertauschung der pij und Hti zugleich die andere Erzeu- 
gungsweise des Complexes ati.sdrückt. 

1.37. Wenn die Fläche F = 0 in zwei Ebenen L = 0 iiiid 
jW = 0 zerfälll, so gehl die Gleichung U 4F = 0 über in 
U XLM = 0, welcher Fall einer bcsoiuleru Unlersuchung be- 
darf, naclideni in Art. 109. der Fall schon unlersuclil ist, in wel- 
chem auch ü = 0 in zwei Ebenen zerf.illl. Im Allgemeinen ist 
die Durchdringung zweier Fl.äclien zweiten Grades eine Ctirve 
vierter Ordnung; aber der Durchschnitt von U = 0 mit einer 
iler Flächen U ~1- XLHl = 0 reduciert sich olTcnhar auf die bei- 
den Kegelschnitte, in w eichen V = 0 die Ebenen i = ü, M = 0 
schneidet. 

Jeder Punkt der geraden Linie L = 0, .V = Oliat 
in De zog auf alle Flächen des Systems U -|- ILM = 0 
dieselben Polarehenen. Denn wenn P=0 die Polarebene 
eines Punktes in Bezug auf U — 0 ist, so ist seine Polarebene 
in Bezug auf U -f- XLM = (I durch P -|- X(L’M -j- LM'] = 0 
ausgedrückt, was sich für U = 0, M — 0 auf /* = 0 redtt- 
cierl. So haben insbesondere in den beiden Durchschnittspnnk- 
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ton der Geraden L = M — i) mit der Fläelie ü = 0 alle Flä- 
chen des Büschels dieselbe Tangentialebene. Und die Form 
V -[- XLM — 0 kann also als Gleichung eines Systems von Flä- 
chen zweiten Grades liezeichnet werden, die mit einander eine 
doppelte Berührung haben. 

Umgekehrt zerl'allt <iie Durchdringungscurre von zwei sich 
doppelt berührenden Flächen zweiten Grades in zwei Kegelschnitte ; 
denn jede durch die beiden Berührungspunkte und einen l'unkt 
tier Durchdringung gelegte Kbene schneidet beide Flächen in 
Kegelschnitten, welche drei Punkte und die Tangenten in zweien 
derselben, den Berührungspunkten nändich, gemcin.sam haben und 
daher identisch sein müssen. 

Ausser den Punkten der Geraden i = ,W = 0 existieren 
noch zwei einzelne Punkte, welche in Bezug aui alle Flächen des 
Systems die nämliche Polarehene haben und deshalb nach Art. 
13G. die Scheitel von Kegeln zweiten Grades sind, die die beiden 
Sclinittcurven enthalten. Für sulche Punkte muss die Polarebene 
/' = O in Bezug auf U — 0 mit der Fbeue L'M -(- LM' = 0 
der Polarebene in Bezug auf hM ■= 0 identisch sein. Weil dann 
die Polarehene des Punktes in Bezug auf V ■= 0 durch Z=0, 
M = 0 geht, so muss der Punkt selbst in der Polarlinie dieser 
Geraden, d. h. in iler Durchschnittslinie der Tangentialebenen 
von U = 0 in den Schnittpunkten mit L = M — (J liegen. 

Wenn diese Polailinie die FläcIie V = t) in A, A' und LM — 0 

in B, B' schneidet, so sind die fraglichen l‘unkte die Brenn- 
oder Doppelpunkte F, F' der durch Aj^, BB' bestimmten Invo- 
lution; denn da FF" mit AA' sowohl wie mit BB' eine harmo- 
nische Gruppe bilden, so geht die Polarebene von F sowohl in 

Bezug auf {/ = 0 als in Bezug auf LM = 0 durch F", und um- 

gekehrt. 

In analoger Weise werden alle Flächen des Systems durch 
zwei Kegel zweiten Grades umhüllt. Denn für den Schnittpunkt 
der beiden gegebenen gemeinsamen Tangentialebenen mit irgend 
einer dritten gemeinschaftlichen Tangentialebene als Scheitel haben 
die Tangentenkegel aller Flächen des Systems drei Tangential- 
ebenen und die Berührungserzeugenden in zweien derselben ge- 
mein und sind daher identisch. Die Heciproken von zwei sich 
doppelt berührenden Flächen zweiten Grades sind wieder zwei 
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sich doppelt berührende Fläciien zweiten Grades und den beiden 
Ebenen der Durchdringung de.s einen Paares entsprechen die bei- 
den Spitzen der gemeinschartlicheu Tangentenkegel des andern 
Paares. 

138. Wenn zwei Flächen zweiten Grades eine dritte 
Fläche dieser Art in der nämlichen ebenen Gurre 
schneiden, so haben die Ebenen derjenigen Gurren, in 
welchen sie dieselbe überdiess diirchschneideu, mit 
der Ebene derjenigen Gurre, welche sic selbst noch 
mit einander gemein haben, einerlei Durchschnitts- 
i i n i e. 

Denn die Flächen V + LM = 0, U LN = 0 bestim- 
men mit einander ebene Schnitte, welche durch die Ebenen 
Z = 0, M — N = 0 

gegeben sind. 

139. Die ähnlichen Flächen zweiten Grades ge- 
hören zu der eben discutierten Klasse. Denn zwei Fiä- 
chen zweiten Grades sind — die bei der Betrachtung ähnlicher 
Gurren zweiten Grades gebrauchten Gründe beweisen es*) — 
ähnlich und ähnlich gelegen, wenn die Glieder rom zweiten Grade 
in den Gleichungen derselben übereinstiinmen. Der geome- 
trische Sinn dieser Bedingungen ist in der Existenz 
des Aehnlicbkeitscentrums, dem Parallelismus der 
Axen und ihrer Verhäitnissgleichheit ausgesprochen. 
Ihre Gleichungen sind also ron der Form ü=0, b'-)-cZ=0und 
wir sehen daraus, dass zwei solche Flächen zweiten Gra- 
des einander in einer ebenen Gurre durchschnciden, 
während die Ebene der andern Durchschnittscurre 
in unendlicher Entfernung ist. Wenn vrir drei ähn- 
liche und ähnlich gelegene Flächen zweiten Grades 
betrachten, so gehen die drei Ebenen ihrer endlichen 
Durchschnittscurven durch dieselbe gerade Linie. 
Endlich besitzen die sechs Ebenen der Durchschnitts- 
ciirren ron vier solchen Flächen einen gemeinschaft- 
lichen Punkt. 

Alle Kugeln sind ähnliche und ähnlich gelegene Flächen 

*) Vergl. „Anatyt. Geom. der Kegelschnitte“ Art. 237. 

Sslmon, anal. Ornio. d. Raumea. 1. 2. Aafl. 11 
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zwviten Grailfs; rs ist die r.onsc(|iienz dieser ihrer .Natur, dass 
sie einen gemeinscliartlirlien rurchschnitl in nnendliclier Entfer- 
nung hallen, einen [Inrehsrhnilt, welclier olTenbar ein imaginärer 
Kreis ist. 

Ein ebener Quersebnitt einer Elächc zweiten Gra- 
des ist e in Kre is, w enn di ejen igen z wei i’u II k te, i n wel- 
clieii seine Ebene diesen uncndlicb entfernten imagi- 
nären Kreis schneidet, ibin angeboren. 

Wir können daraus direct die Zahl der Anflösiingen er- 
kennen, deren das Problem der Bestimmung der Kreis- 
sebnitte einer Eläcbe zweiten Grades fähig ist. 

Denn die Schniticurve der Fläche zweiten Grades mit der 
unendlich entfernten Ebene wird von der Scbnittciirve einer Ku- 
gel mit derselben Ebene in vier Punkten gescbnitlen, welclie durch 
sechs gerade Linien verbunden werden können; die durch irgend 
eine dieser Geraden gellenden Ebenen schneiden die Fläche zwei- 
ten Grades in Kreisen. Die sechs geraden Linien tlieilen sich in 
drei Paare, von denen jedes einen der drei Punkte als seinen 
Durchschnittspunkt bestimmt, welche in Bezug auf die Durrli- 
schnittsciirve der Fläche zweiten Grades und die der Kugel die- 
selbe Polare haben. Diese drei Punkte bestimmen die Richinngen 
der Axen der Fläche zweiten Grades. 

Ein Kreispunkt ist narb Art. 106. der Berührungspunkt einer 
Tangentialebene, welche durch eine dieser sechs Geraden gehl; 
es giebt also in allem zwölf Kreispunkte, von denen nur vier 
reell sind. Und da ilic Erzeugenden in der Tangentialebene einer 
Fläche zweiten Grades, welche durch eine gegebene Gerade gehl, 
notbwendig die beiden Punkte enthalten — eine einen — , welche, 
diese Gerade mit der Fläche gemein hat, so muss jeder iler 
Kreispunkte in einer von den acht Erzeugenden liegen, die durch 
dir, vier in unendlicher Ferne gelegenen der Fläche zweiten' Gra- 
des und einer Kugel gemeinsamen Punkte gehen; d. h. die 
zwölf Kreispunkte einer Fläche zweiten Grades lie- 
gen zu je drei in acht nicht reellen geraden Linien.") 

Eine Umdrehtingsflächc ist diejenige Fläche zwei- 
ten Grades, welche mit einer Kugel eine doppelte Be- 
rührung in unendlicher Entfernung liaL Denn eine 
Gleichung von der Form a:- -|- y* + = b kann in der Form 

+ >/ + -■- r^) + {(« - 1) z* - (* - r*)} = 0 
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geschrieben werden, deren letzter Tlieil die Verbindung zweier 
Ebenen repräsentiert. Es erbellt-aucb, wie in diesem Falle nur 
eine Stellung reeller Kreissebnitte verbanden ist, weicbe bestimmt 
■st diircb die Verbindungslinie der Berührungspunkte der unend- 
lich entfernten Schnitte der Fläche zweiten Grades und der 
Kugel. 

140. Wenn die Ebenen L = 0 und lU = 0 zusammen- 
fallen, so gebt die Form D -|- kLM = 0 über in O -)- = 0 

welclie einen Büscliel von Flächen zweiten Grades dar- 
stellt, die mit der Fläche 0 = 0 in Jedem Punkteihres 
Durchschnitts mitder Ebene L = 0 eine Berührung 
haben. 

Zwei Flächen zweiten Grades können sich nicht 
in drei Punkten berühren, ohne dass sie sich längs 
einer ganzen ebenen Curve berühren. Denn die Ebene 
der drei Punkte schneidet sie in Kegelschnitten, welche diese 
und die eutsprechendeii Tangenten gemein haben und daher iden- 
tisch sind. 

Die in dem Beispiel des Art. 78. gegebene Gleichung des 
Tangenteukegels einer Fläche ist ein specieller Fall der hier be- 
trachteten~Gleirhungsform U = i’. 

Auch zwei concentrische und ähnliche Flächen 
zweiten Grades 0=0, O — c* = 0 sind als einander 
umliüilende zu betrachten, bei welchen die Ebene der 
Berührungspunkte ganz in unendlicher Entfernung ist. 

Jede Ebene schneidet die beiden Flächen 0=0, 0 — L‘‘=0 
nach Curven zweiten Grades, die eine doppelte Berührung haben, 
und wenn der Schnitt der einen auf einen punktförmigen, d. i. 
unendlich kleinen Kreis sich reducierl, so ist dieser Punkt oOen- 
har der Brennpunkt des Schnittes der andern: 

Wenn also eine Fäche zweiten Grades eine andere 
Fläche dieser Art umhüllt, so schneidet die Tangen- 
tenebene in einem Kreispunkte der einen die andere 
in einem Kegelschnitte, für w elchen dieser Kreispunkt 
ein Brennpunkt ist. Und wenn die eine dieser Flächen eine 
Kugel ist, als für welche jede Ebene eine Kreisschnittebene und 
jeder Punkt ein Kreispunkt ist, so schneidet die Tangentenebene 
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der Kugel die andere Kläelie in einem Kegelsclmill, «eltlicr ihren 
Hernlirnngspnnlit znm einen [trcnnpunkl hat.*) 

Wenn man den Anrangspnnkt der Coordinaleii in den he- 
Irarldcleii Kreispunkt und die Ebene a-y in die entsprechende 
Tangeiilenehene verlegt, so erlifdt man als den analytischen Aus- 
druck dieser Sätze das Ergehniss, «lass für r = 0 die Grösse 
U — sich auf ar’ -f y’ — /’ = <> redneiert, so dass sie 
einen Kegelschnitt hezeichnet , welcher den Anfangspunkt zum 
Brcnniuinkt und die gerade I-inie /, die DnrchschnitUlinie der 
Sclmittebenc mit der Ebene der Berfdirungscnrve, zur Direc- 
trix hat. 

Zwei Flächen zweiten Grades, welche von dersel- 
ben dritten Fläche zweiten Grades umhüllt werden, 
schneiden einander in ebenen Cnrven. Denn olTenhar 
haben die Flächen U — L'‘ = 0. 17 _ AF- = 0 die Ebenen 

t — M = i), L M = 0 zu ihren Dnrchschnittsehenen. nie- 
seihen bilden mit den Ebenen der Berührung ein harmonisches 
Büschel. 

Man findet ferner: Wenn drei Flächen zweiten Grades durch 
dieselbe vierte umhüllt werden, so gehen did Ebenen ihrer Durch- 
srhnittscurven zu dreien durch gerade Linien aus dem Schnilt- 
pnnkt ihrer Ebenen der Berührung. 

Beispirl. Man specialisiere den Satz für die iiinscliriclicncn Fl.’lclien 
als Kegel und bilde den dualisliscli entsprechenden Salz für drei ebene 
Schnitte einer Fbäclie zweiten Grades. 

141. Die Gleichung oZ,* -1- öA/^ -f- cA'^ -f- dl‘- = 0, 
in welcher L, A/, N, P lineare l’oiynome, also L — f>, 
A/=0, iV = 0, /* = 0 Ebenen bezeichnen, ist die Gleich- 
ung einer Fläche zweiten Grades, für welche jede dieser 
vier Ebenen die Polare des Punktes ist, in w elchem die 
drei andern sieh schneiden. Denn aL- -(- bllP -f- cA* = 0 
ist die Gleichung eines Kegels, der den Punkt L = 0, M = 0. 
A' = 0 zum Scheitel hat und der Vergleich mit der Gleichung 
der Fläche zweiten Grades zeigt, dass derselbe die Letztere be- 
rührt und dass /> = 0 die Berührungsebene darstellt. 

*) Dicss ist die nllgemeinerc Form, welelio das Theorem von Dan- 
deliii Uber die Schnitte des Umdrelmngskegels annimmt, aus dem man 
die Theorie der Kegelschnitte so leicht elementar entwickelt. („Kegel- 
schnitte" Art. 413.) 
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* Solche vier Kbeneii bilden ein in Bezug auf die 
Fläche sich selbst conjugiertes Tetraeder, oder ein Qua- 
drupel harmonischer l'olarebenen der Fläche, analog den 
in der Theorie der Kegelsrhnitle helrachtelen sich selbst ronju- 
gierten Dreiecken. (Vergl. „Kegelschnilte" Art. 3<l3 f., 357 f.) 
Seine Ecken bezeichnen »ir als ein Quadrupel liarinonischer 
Pole der Fläche. Die drei l’aare seiner gegenüberlie- 
genden Kanten sind Paare reriprnker Polaren in Be- 
zug auf die Fläche. An.« einer von ihnen bestimmt sich die 
gegenüberliegende entweder als die Durchsrhnillslinie der Pohir- 
ehenen zweier in ihr liegender Punkte oder als die Verbindungs- 
liide der Pule zweier durch sie gehender Ebenen; speciell als 
die DurchschnitLslinie der beiden Tangenlenebenen der Fläche in 
den Punkten, wo die gegebene Gerade sie schneidet, oder als 
die Verbindungslinie der Berülirnngspunkle iler Tangentenebenen 
der Fläche, welche durch sie hindtiechgehen. Auf analoge Weise 
bestimmt sich, wenn eine Ecke des Tetraeders gegeben ist, die 
gegenüberliegende Seilenlläclie desselben und umgekehrt. Denken 
wir uns dann eine Seitenllärhe willkürlich gewählt, so ist zur 
Bestimmung eines sich selbst conjugierten Tetraeders, dem sic 
angehört, in ihr eine gerade l.inie als Kante und in dieser ein 
Punkt als Ecke willkürlich l'estziisetzen und damit erst das Te- 
traeder bestimmt. Diess enlsprichl genau der Zahl von überzäh- 
ligen Cunstanlen, welche die allgemeine Gleichung aZ’ -|- ö,V- 
-|- -f- dl^ =■ 0 enthält; denn diese Zahl ist sechs, und es 

entsprechen drei von ihnen der Wahl der Ebene, zwei der ge- 
raden Linie in ihr, und eine, die Letzte, der Wahl des Eckpunk- 
tes in dieser. 

Man .sieht leicht in den Sätzen, wonach je zwei Eckpunkte 
eines Tetraeders mit den Durchsclmiltspnnk'.i'n der sie verbinden- 
den Kante in der Fläche eine Beihe harmonischer l'unkie, und ' 
zwei Seitenehenen eines solchen Tetraeders mit den beiden durch 
ihre gemeinschartliche Kante gehenden Tangentenebenen der Fläche 
ein harniunisches Büschel bilden, reriiere Cunstruetionsmittel für 
dieselbe Aufgabe. 

Wir bemerken noch, wie die Theorie der conjugierten 
Durchmesser nnil Diametralebencn, der Asymptoten- 
kegei etc. mit specialisierenden Bestimmungen dieser 
Theorie der sich selbst conjugierten Tetraeder zu- 
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saminciihängcn. Wenn eine der vier riäclirn de.s Tetraeders 
mit der unendlich enifernten Ebene znsaniinenrällt, so reduciert 
.sich ihr analytisches Symbol auf eine Constante und die allge- 
meine Cleichungsrorm der gegen« Sriigen Uetrachtung auf die 
einem System conjtigierler Durchmesser und Diametralehenen ent- 
sprechenden der Art. 70., 81 f. Eine grosse Anzahl der an diese 
sich anschliessenden Sätze lassen sich hier als Specialfälle der 
allgemeinen Theorie erkennen. 

Im Art. 136. ist betvieseii norden, dass für zwei gegebene 
Flächen zweiten Grades immer vier Ebenen eiisticren, welchen 
in Bezug auf beide die nämlichen Pole entsprechen. Wenn mau 
diese Ebenen ilurch L — 0, M = 0, iV = 0, P = 0 be- 
zeichnet, so werden die Gleichungen beider Flächen in 
die Form 

rti’ -f bnp -f cA’ 4- dP’ = 0, o'z’ 4- b'HP -f c'A’ -f (Ti»’ = 0 

transformiert. Die Möglichkeit ilieser Transforma- 
tion kann auch a priori aus der Zählung der Conslan- 
ten erkannt werden, denn die Polynome X, A/, A', Z' cnllial- 
ten implicite je drei Constanten und die gedachten Formen der 
allgemeinen Gleichung enthalten ausserdem drei Constanten ex- 
plicite; das System derselben schliesst somit achtzehn Constanten 
ein und ist daher hinreichend allgemein, um die Gleichungen von* 
irgend zwei Flächen zweiten Grades zu ersetzen. Dass sich diese 
Transformation auf alle Flächen eines Büschels erstreckt, liegt in 
der Natur der Sache. 

In derselben Art scheinen die Gleichungen von drei Flächen 
zweiten Grades in die Form 

«X24-6A/’+c^^-i-d/'2-fc^)’=0,a'X’-f6■A/^-fc'A'24-d'i>5-fc'^)’=0, 
a"L^ -f + c"K^ -f d"P'‘ 4- e"£)J = 0 

gebracht werden zu können, fürX, M, N, P, () als fünf Ebenen, deren 
Gleichungen die identische Relation X4-Af-4ZV-(-/*-{-P = 0 
erfüllen. 

Denn jedes der fünf linearen Polynome enthält drei Constanten 
und jede der obigen drei Gleichungen überdiess deren vier, so 
dass die Gesammtzahl der Constanten des Systems sieben und 
zwanzig ist; dasselbe erscheint somit allgemein genug zum Aus- 
druck von drei beliebigen Flächen zweiten Grades. 
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Beispiel. In Arl. 354. der ..Kegelsclinillc'* ist gezeigt, dass die aclil 
Berührungspuuklc zweier Kegelsclinilte dersellieii Ebene mil ihren gemein- 
samen Tangenicii in einem Kegelsclmilt liegen, der der Orl der Scheitel 
harmonischer Tangenlcnhilschel Jener heulen ist unil mit ihnen dasselbe 
Tripel harmonischer Pule hat; sowie ferner, dass die aclil Tangenten der- 
seltren in ihren gemeinsamen Pnukteu einen Kegelschnill heniliren, der die 
Enveloppc dcrTrilgerharmonischerPunktepaarc jenen heiden und noch dem- 
selben Tripel conjiigicrt isl. Wenn man von den gegel>enen Kegelschnilten 
eine Ccntralprojcclion maclil, in welchen die" eine Seite des gemeinsamen 
Tripels zur unendlich fernen Geraden wird, so sind die llilder conccnlrischc 
Kegclschintte und die andern Seilen das gemeinsame Paar ihrer conjugier- 
ten' Durchmesser. Die angefi'dirlen Sätze ergehen sich nnmitlelbar. Ana- 
loge Sätze gelten für drei l'lächen zweiten Grades, welche ein gemein- 
sames Ouadrupcl harmonischer Pole hesilzen und lassen sich ebenso 
einfach beweisen: Für drei solche Flächen berühren die 24 Tangenti.d- 
ehenen in ihren acht gemeinsamen Punkten eine Fläche zweiten Grades 
lind die 24 Derühruiigspiinktc ihrer acht gemeinsamen Tangentialebenen 
liegen in einer Fläche zweiten Grades, die 24 Tangenten ihrer gemein- 
samen Gurven in jener und die 24 Erzeugenden ihrer gemeinsamen üevc- 
loppablen in dieser berühren Flächen zweiten Grades, welehe alle dasselbe 
Ouadnipel haben utul von deren letzteren die einen zugleich von allen 
Trägern h.irmonischer Schniltpiiijktpaarc, die andern von allen Schcilel- 
kanten harmonischer Tangentialebenenpaare berührt werden.'*) 

Wir denken die Flächen auf das gemeinsame Quadrupel bezogen, 
also in den Gleichungen 

+ 033:3’-)- 0^0:4'' = 0, =0, e,x, =0 

ausgedrückl und setzen yt, z,- als zwei Punkte einer Geraden von den Go- 
nrdinaten pit voraus, welche mit ihnen harmonische Paare von Schnitt- 
punkten heslinimt; dann erkennt man leicht als die Ilcdingungsgleichnugeii 
(vergl. „Kegelschnitte“ Art. 335, Aufg. 4.) 

0 = {bjC.^ + b.jCj) /Jn’ -f (63ri-fft,C3) 

+ (Vi + Vi) P21’ + + Vi) P\i‘ + (Vr + ^i^a) /'ai’: 

0 =(<- 2«3 + '’d"2) Pn + •. 0 = (a3*3-f 0363) />33’-f 

Die Gerade pa aber berührt die Fläche zweiter ürdnung 

+ "3*^3’ + 03*^1’ = 0, 

wenn die fernere Bedingung erfüllt ist 

0 = 0.3*03,. ;j,33’ -f OiiOjt/J,,*^ -t- 03,0,, P3,’ -f- flj, 0 ,,Pj 4 ’ 

-f- o,,o.3,p,j’ -f- 03,0,, P3,’. 

Man kann nun zwi.schen diesen vier Gleichungen drei der Quadrate der 
Pu eliminieren und erhält drei Gleichungen zur Bestimmung der Verhält- 
nisse von dreien der Goeflicienlen o^, zum vierten; aber man erhält vier 
Gruppen von Werlhen derselben und somit vier Fiächen zweiten 
Grades, welche der Bedingung eulsprechen. Dass die Tangen- 
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ten der paarweise getteinsatnen Curven in den gemcinsdiariliclicn Punkten 
lind die Erzeugenden der paarweise gemeinsamen Dcrelujipabcln in den 
gemcinscliartllchen Tangenlialclieneii diese Flächen gleichralls berühren, 
ist geometrisch etident. 

142. Die geraden V e rliindungslinien der Ecken 
eines Tetraeders mit den entsprechenden Ecken des 
ihm in Bezug auf eine Fläche zweiten Grades polaren 
Tetraeders gehören zu dem nämlichen System der 
Erzeugenden eines Hyper hol nids mit einer Mantel- 
fläche. Die Durchschiiittslinien der entsprechenden 
Flächen he id er Tetraeder besitzen die nä m I iche Eige'n- 
schafl. 

Das Resultat der Substitution der Coordinaten irgend eines 
Punktes 1 in die Gleichung der Polare eines andern Punktes 2 
ist identisch mit dem Resultat der Suhstitutioii der Coordinaten 
von 2 in die Gleichung der Polare von 1; sei dasselbe ilureh Z’,, 
hezeirhiiet, während die Polare von 1 durch 7’, = 0 dargestelll 
wird. Dann ist die gerade Linie, welche den Punkt 1 mit dem 
Durchsrhiiittspunkt der Polaren Pj, P^, vcihindel, durch 



ausgedriiekt; denn diese Gleichungen bezeichnen eine gerade Linie, 
welche durch den Schnittpunkt von •^ 2 ' ^37 ^1 hindurchgehl und 
sie werden durch die Coordinaten voti 1 befriedigt. Wir marhen 
• die Rezeiclinuiig noch geschlossener, wenn wir die vier Polar- 
eheiien durch Xj, x.,, x, und die Grössen P^, P^^, 7', 3 . P,, 
durch o,,, «,}, «, 3 , 0,1 d. h. durch dieselheti Buchstahen hezeich- 
nen, durch welche wir die Coefficienlen von x,Xj, x,Xj, x,Xj 
in der allgemeinen Gleichung der Flächen zweiten Grades aus- 
gedrückt haben. Wenn wir diese Grundlagen der Bezeichnung 
auf die übrigen geraden Linien ausdehnen, so sind die Gleichungen 
der vier von dem Satze hezcichnelcn Geraden 


£2 

«1 

11 

_ ^4 


= 5t 

= 5>., 

0,5 

"13 

«h’ 

®23 

«24 

«12 


= 

= — , 


= 5*- 

= 

“31 

"13 

”23 

«14 

«24 

«34 


Die Bedingung nun, tinter welcher eine heliebige Gerade 
IjX, -j- IjXj 4 - J 3 X 3 4- gjX, =0, li'x,-[-S2'a:2 4-»3*3 + l4'^i=0 
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die erste dieser Linien schneidet, wird erhallen, indem man x, 
zwischen den letzten beiden Gleichungen eliminiert und ist 

<»12 (Ill 2 ' — 1/^2) + "13(^153' — ^l'y + “l 4 (Sl‘/ — = 0 - 

In derselben Art findet man die Bedingungen für das Durch- 
schneiden dieser Geraden mit den drei andern geraden Linien 
wie folgt 

»u'U: - 12'S,) + <»23 («2^3' - ^2'l3) + '<2l(l2l/ - l2'l.) = 0 

«13 (^3!,' - Is'l.) + "23 (I3I2' - + "31 (y; - «a'l.) =f> 

«11 di5i' - ^i'l.) + «2. (^il/ - l.'W + "31 cii^a' - S.'l3) =0; 

da die Summe dieser vier Bedingungsgleicliungen identisch ver- 

schwindet, so ist jede derselben eine Folge der drei andern, d. Ii. 
jede gerailc Linie, welche drei der betrachteten Geraden schnei- 
det, begegnet auch der vierten unter ihnen, vvelclics die Hebaup- 
lung enthält*). 

Die Gleichung des Hyperboloids selbst wird nach den Mi'tlio- 
den des Art. 1 14 in der Form 

— « 21 ^ 3 ^ ("n"*'! "31*1) "ir*:) 

= (" 23 X 4 "3l"^2)("l3‘»'l "n‘»'3) ("l 2 '»'l " 2 l"'|) 

oder in der andern erhallen 

("l 3®34 "2l"l3H"23"'l‘<^l'3‘<»U-»'2"-3l'^'("l3“21 "l"23)("l2‘»'l®^3^''»^'^'^"+2) 

("n"23 "n"3|) (" 13 * 1*2 "f" ®21*3*t) ~ 

143 . Der zweite Theil des Salzes entspricht dem ersten nach 
dem Gesetze der Dualität; wir geben aber als eine llebiing einen 
besondern Beweis desselben. Wenn die die Bedeutung des 
Art. 07. in Bezug auf die «,* des vorigen Art. haben, so ist die 
Gleichung der durcii die Punkte 1 , 2,3 bestimmten Ebene 
y 4 ,jX, + ^21*2 + ^31*3 + ^11*4 = 0 und die Gleichungen der 
vier geraden Linien des Satzes sind 

X| = 0, -j“ -^11*4 

*2 ~ -^ 12*1 “f" -^23*3 “I" ‘^24*4 ~ 0* 

X3 = 0, ^I3^i ”(” -^23*2 ”1“ ■^34*4 

X^ = (1, A^^X^ + ^24Xj -f .^3j.r3 = ü. 

Eine beliebige gerade Linie 

ll*l + l 2*2 + ^3*3 + Ii<E4 = 0 . ir* + ^ 2*2 + ^3*3 + ^4*4 


') Vergleiche ,,.Analyt. Geometrie der Kegelschnitte“ Art. 130., 351. 
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iichncidet jede derselben, «enn die vier liedingiingcii 

iu: - h%) + (^.«2' - i,%) + ^.4 (^'.-«3' - = 0. 

.4,, {^,1/ - + y4„ (y; - ^,' 5 ',) + (i,?/ - ^,'y = ü, 

^^13 (^ 2 !.' - i2'l4) + >^23 dlll' - + ^34 (ll«/ ~ J.'l2) = 0- 

Ai (i/l3 - 52i3') + ^24 (il^; - ii%) + -•'34 (^24.' - 4j'4,) = 0 

erfidlt. Das Theorem ist wie vorher durch das Faclum bewiesen, 
dass die Summe dieser vier üediiigungsgleirhungeii identisch ver- 
schwindet. Die Gleichung des Ilyperholoids ist in diesem Falle 

*I*'^I2‘^I3'^I4 "f* ^'2*'^23'^I2'^2I ^3* ^23^13^3 1 “I" ^4^^14'^2 4'^34 

-| { (-^13^1^3 H“ '^21^2^4H-'^12‘^3I”I“''^23^1 l) 

-|- “t“ .^343433^1) I -|- Af ^ A ^ i ) = 0 . 

Es ist ein spedeller Fall dieser Theoreme, dass die gera- 
den Linien, w elche die Ecken eines einer Fläche zwei- 
ten Grades umgeschriebenen Tetraeders mit den Be- 
rührungspunkten der Gegen flächen desselben verbin- 
den, Erzeugende des nämlichen Hyperboloids sind; 
und ebenso die vier Geraden, in welchen die Flächen eines ein- 
geschriebenen Tetraeders von den Tangentialebenen in den Ge- 
genecken geschnitten werden. 

144. Man kann den rascal'schen Satz für Kegelsdinillc 
in dieser Form ausspreeben: Die. Seiten eines Dreiecks durch- 
sdineiden einen Kegelschnitt in sechs Punkten, welche paarweise 
in drei geraden Linien liegen, die mit den Gegenseiten des Drei- 
ecks drei in gerader Linie liegende Punkte bestimmen. Der analoge 
Ausdruck des Theorems von Brianchon ist leicht zu finden. 

Auf Grund dieses Ausdrucks hat Chasles das folgende als das dem 
Pascal’scben analoge Theorem in der Geometrie des Baumes ausge- 
sprochen: Die Kanten eines Tetraeders durchsebneiden 
eine Fläche zweiten Grades in zwölf Punkten, durch 
welche, durch je drei in den von derselhen Ecke des 
Tetraeders ausgehenden Kanten eine, vier Ebenen 
bestimmt sind, deren Durchschnittslinien mit der 
jedesmaligen Gegenflächc des Tetraeders Erzeugende 
des nämlichen Systems eines gewissen Hyperboloids 
sind. Man bildet leicht das reciproke Theorem, welches keines 
besondern Beweises bedarf, wenn das eben Ausgesprochene be- 
wiesen ist. 



Analugon des PaseHrscheu Sutnes. Art. 144. ]~1 

Sind dazu i, = 0, Xj = 0, Xj = 0, x, = 0 ilie riäclioii 
des Tetraeders, und ist 




-1 


1 XjX, — 1 


1 .r.,.r, - ('>, 1 +,' ) 

-1 


1 1 



k “ 11 ^ 



\ ''ai/ 


die Gleirliung der l■'läellc zweiten Grades, so köniien tlic vier 
Ebenen in dir Form 

ar, = o,.^a:j + «,3X3 + x._. = 0|._,.r, -|- a,,,x^ + «.,,x, . 

X3 = 0,3X1 + Oj.|X2 + 03,X|, j'i = rt,|X| + «ji-r^ + 

darfiestellt werden, und ihre llurrlisrlinillslinii'ii inil den vier 
Ebenen x, = 0. x., = 0, x.^ — 0, .r, = 0 wird ein System von 
geraden Linien, von dem im letzten Art. bewiesen ist. da.ss sie Fr- 
zenyende des n.ämlirlien Systems eines lly|ierbol<dds mit einer 
MantelMäcIie sind, hie Inlerpretatioti dersellieti Gleielmngen naeli 
den Ebcnenruordinaten giebt einen dnalistiseli ent.s|ireelienden 
Satz. 
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Focalpiinkte und coufocale Flficlien zweiten Grades. 


145. Wenn £/ = 0 eine Kugel repräsentiert, so 
drückt die Gleichung einer mit ihr sich doppelt herüh- 
renden Fläche zweiten Grades V = LM (vergl. Kegel- 
schnitte Art. 289.) aus, dass das Quadrat der von irgend 
einem Punkte der Fläche zweiten Grades an die Kugel 
zu legenden Tangente zu dem llechteck der Entrernun- 
gen desselben Punktes von zw ei feslen Ebenen in einem 
constanten Verhältniss steht. 

Die Ehenen £ = 0, A/ = 0 sind Ebenen der Kreis- 
schnitte der Fläche zw eiten Grades, weil sie Ehenen ihres 
Durchschnitts mit einer Kugel siml; ihre Durchsrhnitlslinie ist 
daher einer Axe der Fläche parallel. (Art. 103., 139.) 

In der Theorie der Kegelsrhnille ist gezeigt worden (Art. 
290., ,310.), dass der Drennpunkl eines Kegelschnitts als ein unendlich 
kleiner Kreis angesehen werden darf, welcher mit dem Kegel- 
schnitt eine doppelte Berührung besitzt, und dass die Dlreclrix 
die entsprechende Berührungssehne ist. In derselben Art können 
wir einen Focalpunkt (Focus, Brennpunkt) einer Fläche 
zweiten Grades als eine unendlieh kleine Kugel definie- 
ren, welche mit der Fläche eine doppelte Berührung in 
den Punkten der entsprech enden Directrix hat, d. h. der 
Punkt (u, ß, y) ist ein Focalpunkt, wenn die Gleichung 
der Fläche zweiten Grades in der Form 

(a: — «)* -f (y — ß? -f- (z — y)’ = 
dargestelll werden kann, in welcher <t> das Product der 
Gleichungen zweier Ebenen ist. Wir müssen aber die zwei 





Foralpiinltt nm1 Pircotrix, Art. 116. 


IT» 

Fälle eiiaeln iiiilersiiflien , in welclicn diese Ebenen reell 
lind in wclclien sie imaginär sind, denn in dem einen ist 
die Gleicbnng von der Form U — LM , in dem andern von der 
Form V = -{■ nn. 

In dem ersten Falle ist die Directrix L = 0, d/ = () 
derjenigen Axe der Fläche parallel, durch welche die 
reellen Ebenen iler Kreisscbiiitie gelegt werden ki'mnen: 
z. I{. der minieren Axe des Ellipsoids. In dem zweilen Falle 
ist dagegen iliese Einie parallel zu einer der andern 
Axen der Fläche. 

In Jedem Falle ist die Schni ttcnrve der Fläche 
zweiten Grades mit einer durch einen Focalpunkt und 
die entsprechende Direcirix gehenden Ebene ein Ke- 
gelschnitt, welcher diesen l’nnkt und diese Linie zum 
Focalpunkt und zur Directrix hat. 

Wir können direct zeigen , dass die Gerade i = A/ = 0 
einer Axe der Fläche parallel ist, indem wir die Goordinatenehe- 
nen x und y als zwei durch sie gehende, zu einander rechtwink- 
lige Ebeiieu wählen. Dann sind L und M von der Form zx-j-pi/ 
und somit LM sowohl als -j- M'^ von der Form 
a,,a:’ -|- 2a^^xy -f 

und man zeigt wie in der analytischen Geometrie der Ebene, dass 
durch Drehung der Coordinalenehencii x, y diese Grösse in die 
Form Ax'^ + By"^ ühergeführt werden kann. Die Gleichungen 
U = LM, {/ = £*-(- M^ sind also in entwickelter Form 
(a; — af -f (y — fi)'“ -+- (r — y)’ = Ax- + Bi/. 
und da die Glieder yz , zx, xy derselben leiden, so siml die 
Goordinatenaxen den Axen der Fläche parallel. 

]4G. Ein Dreunpunkt einer ebenen Curvc ist (..Höhere Cnr- 
ven“ Art. 139.) als der Durchschnitlspunkt von zwei Tangenten 
definiert worden, deren jede durch einen der Kreispunktc im IJn- 
endiirhen geht. Die soehen gegebene Definition für einen Foral- 
punkt einer Fläche zweilen Grades kann in analoger Weise aus- 
gesprochen werden. W'enn der Aufangspunkt der l'.oordinateu 
ein Focalpunkt ist, sahen wir soeben, so lässt sich die Gleichung 
der Fläche in der Form V = LM darstellen für ü oder 
(* — Ctf + (y — ßi^ + (.- — y)* 
als die linke Seile der Gleichung eines Kegels, der den Focal- 
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punkl zum Sclieilel hat und durch den imaginären Kreis im Un- 
endlichen geht. Die Form der Gleichung zeigt (Art. 137.), d.as.s 
dieser Kegel mit der Fläche zweiten Grades eine doppelte Uc- 
rfdirung in den I'unkleii hat, wo die Gerade Z, = iW = 0 sie 
schneidet. 

Die Tangcntialehenen der Flächen in diesen Uerührungspiiiik- 
ten sind so zugleich Tangentialebenen des Kegels und also des 
imaginären Kreises im Unendlichen, oder sie gehen je durch eine 
seiner Tangenten. Wir können also einen Focalpunkl als einen 
l’imkt erklären, durch welchen zwei Gerade a gehen, welche die 
Fläche herühren und den nicht reellen Kreis im Unendlichen 
schnehlen, während zugleich die eiiL«prechenden Tangentialebenen 
der Fläche je die entsprechende Tangente dieses Kreises ent- 
halten. Diese Definition gilt für Flächen jeder Ordnung. 

Von ihr ausgehend müssen wir, um die Focalpunkte einer 
Fläche zu rinden, diejenigen Tangentialehenen der Fläche be- 
trachten, welche durch die Tangenten des imaginären Kreises 
im Unendlichen gehen, Tangentialebenen, welche eine einrach 
unendliche Reihe hihlen und daher eine developpahte Fläche um- 
hüllen. Die Durchsrbnittslinie solcher zwei benachbarten Tangen- 
tialebenen ist eine Gerade a und eine Erzeugende . der Dcvelop- 
pabeln. Ein Focalpunkt als Durchschnittspunkt zweier Linien a 
oder zweier Erzeugenden der developpabeln Fläche ist ein Dop- 
pelpunkt in derselben und eine developpable Fläche enthält im 
Allgemeinen eine Reihe von Doppelpunkten, die eine Doppelcurve 
oder eine Gruppe von Doppelcurven bilden. Die Focalpunkte 
einer Fläche sind daher im Allgemeinen nicht vereinzelte Punkte, 
sondern sie treten als Reihe in einer Curve oder in Curven auf. 
Wir werden im nächsten Art. direct zeigen, dass diess im Falle 
einer Fläche zweiten Grades der Fall ist. 

Nach dieser Erklärung haben zwei Flächen dieselben Focal- 
punkte, wenn die besproebene developpable Fläche, welche der 
Fläche selbst und dem imaginären Kreis im Unendlichen gemein- 
sam umgeschrieben ist, beiden gemeinsam ist. 

147. Wir untersuchen nun, ob eine gegebene Fläche 
zweiten Grades nothwendig einen Focalpunkt und ob 
sie mehr als einen Focalpunkt besitzt. 

Zu grösserer Allgemeinheit nehmen wir die Directrix statt 
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zur Axe der ; aU eine l’araliele derselben, sn dass die Gleicliung 
des letzten Art. wird 

(x — ay -j- {y — ßy + {z — yy = J (x — a'y + B {y — ß"]^; 
für entgegengesetzte Vorzeiehen von A und D sind die Ebenen 
tier Beriilirung zniseben dem Focalpunkl und der Fläche zwei- 
ten Grades reell und für gleiche Vorzeichen derselben Grössen 
sind sie imaginär. 

Wir wünschen zu wissen, ob durch eine geeignete 
Wahl der Co ii s ta n te n er. ß, y, a, ß', A, ß d ie bezeichnet e 
Form der Gleichung mit derjenigen einer gegebenen 
Fläche 


r’ u’ 

^ I ‘ == 1 

L ^ M ^ y 


identisch gemacht werden kann. 

Dazu inu.ss nun zuerst^ damit der Anfangspunkt mit dem 
Ceutrum der Fläche Zusammenfalle , y = 0, a = Aa, ß = Bß' 
sein. .Mit Hilfe dieser Relationen eliminieren wir <lie Grössen 
a und ß' aus der gegebenen Gleichung und eihalten als ihre neue 
Form 

(1 _ ^) + (1 _ 5 ) yZ 4. ,z = 1 - 1 - ^ 


so dass die Identität stattfindet, wenn 

d... . 1-ü- j,. .U. 

und 

a‘ 4- p' = A 

A ^ B ^ 


oder 


" +J~=l 


L — y' M—y 

ist. Für die gegebene Fläche sind somit die Conslanten A und B 
bestimmt, der Focalpunkt ist aber irgend ein Punkt des Kegelschnitts 

L — y~ M— y 


den man deshalb als einen Foca Ik egelsclinilt der Fläche 
benennt. 

Wir haben weder über die Vorzeichen noch die relativen 
Grössen der L, M, A' etwas bestimmt und müssen daraus srhlics- 


4 • 
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sen, dass in jeder iler drei ilauplciienen ein Foc.sl- 
kegelsclinitt exislierl, .sowie dass derselbe mit dem 
entspreclienden llanplsrhnill der Fläriie eonfocal ist; 
denn die Kegelsclinille 

= 1 - + --^ = 1 
M ’ L — M — ^ 

sind ofTenbar cnnfoeal. 

Wenn irgend ein Punkt («, ß) eines Foealkegelsclinills als 
Foc alpunkt Iretraelitet wird, so ist die enlsprecliende Di- 
rcctrix eine Normale zur Fbene des Kegelsclinitts, 
welche durch den Punkt 



ß' 


ß 

'b 


oder d 


La ^ Mß 
L — X' ^ ~ Al ~ N 


pellt. Die geometrische Interpretation dieser Werthe sagt aus, 
dass der Fusspunkt der Directrix der Pol der Tan- 
gente des Focalkegelschnitts im Punkte (n, |3) in Be- 
zug auf den Hauptsclinitt der Fläche ist. Denn diese 
Tangente ist 


ax ß'y . 
_=] oder-^+ -=I. 


d. i. offenbar die Polare von («', in Bezug auf den Hauptschnitt 



Nach der Theorie der confocalen Kegelschnitte in der ana- 
lytischen Geometrie der Fbene folgt hieraus, dass die gerade 
Verbindungslinie des Focalpunkls mit dem Fusspunkt 
der entsprechenden Directrix eine Normale des Focal- 
kegelschnitts ist. 

Der Ort des Fusspiinktes der Directrixen für einen 
gegehenen Foralkegelsclinitt ist derjenige Kegel- 
schnitt, welclicn man alsdeiiOrtderPolederTangen- 
teii des Focalkegelschnitts in Bezug auf den Haupt 
schnitt der Fläche erhält, d. h. seine Cleichuug ist 


—72 h 


AI — X 

~~WT 


wie man findet, wenn man mittelst der Relationen zwischen den 
Grössen o, ß, a', ß^ die a, ß aus der Gleichung des Focalkegel- 
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srhnitts cliniinicrl. Dir. Dirrclrimi seihst hililrii riiirii geradrti 
r.ylinder, filr wriclien der so cln'ii be.slimnite Krgelsclinitt die 
Rasis ist. 


148. Wir wollen niin tlie verschiedenen Arten der centri- 
sclien Flächen zweiten Orades einzeln untersuchen, nni die 
Natur ihrer Foralkcgelschnitte zu studieren und namentlich 
zu erkennen, zu welcher von den zwei verschiedenen Arten von 
Focalpunkten die Punkte derselben gehören. 

Die Gleichung 



= 1 


repräsentiert oirenbar eine FIlipse, wenn A unter den drei Grössen 
£, jV, A’ die algebraisch kleinste, eine Hyperbel, wenn es die 
mittlere, und eine imaginäre Gurve, wenn es die grösste unter 
ihnen ist. 

Von den drei Focal kegelschni tten einer centri- 
schen Fläche zweiten Grades ist daher immer der eine 
eine Ellipse, der andere eine Hyperbel und der dritte 
ist imaginär. In dem Falle des Ellipsoids sind die Gleich- 
ungen der Focalellipsc und der Focalliyperbel durch 



respective dargestellt; und man erhält aus ihnen die correspnn- 
dierenden Gleichungen für das Hyperboloid mit einer Man- 
tel fl ä die durch die Veränderung des Vorzeichens von d, und 
diejenigen für das Hyperboloid mit zwei Manteiriäcben 
durch die gleichzeitige Veränderung der Xeichen von 6* und c*. 

Wir haben gesehen, dass den Foralpunkten imaginäre 
oder reelle Rerührunngsebenen entsprechen, je nachdem 
A und ß, d. i. [L — iV) : L und (A/ — N) : M gleiche oder ent- 
gegengesetzte Vorzeichen haben. 

Denken wir N als die kleinste der drei Grössen L, M, A, 
so sind die Zähler dieser Werthe gleichzeitig positiv, während ihre 
Nenner in den Fällen iles Ellipsoitls und des Hyperboloids mit 
einer Mantelfläche ebenfalls positiv sind, und in dem Falle des 
Hyperboloids mit zwei Mänteln einer derselben negativ ist. So- 
nach sintI in den Fällen des Ellipsoids und des Hyper- 
boloids mit einer Mantelfläche die Punkte der Focal- 

12 


Stlmon, Anal. Clcom. d. RAumcü I. 2. Auä. 


178 


Achtes Kn)>itel. Art. 149. 


(,“lli|i.se Foralpiiiikle von dor Klasso derer, welclicii 
imaginäre lierüiirungselienen enl!<|ireclien; sie geliö* 
ren aber zur Klasse der Foral|innkle mit reellen lle- 
rnlirnngsebenen in dem Falle des Hyperboloids mit 
zwei Manteiriäcben. 

Ist sodann iV die mittlere unter den drei Grössen L, M, A', 
so babeu die Zähler der betraebteten Wertbe von A und li ent- 
gegengesetzte Zeicben, während die Nenner in dem Falle des 
KIlipsuids gleiche, in den beiden Fällen der Hyperboloide aber 
enlgegengeselzte Zeicben besitzen. Demnach gehören in dem 
Falle des KIlipsuids die Punkte der Focalbyperbel zur 
Klasse derjenigen Focalpiinkte, deren Iternbrungs- 
ebenen reell sind und sie gehören zur entgegenge- 
setzten Klasse in den Fällen der Hyperboloide. Wir 
bemerken zusainmenfassend, dass für das Hyperbtdoid mit einer 
Mantellläcbe alle Focalpunkte von der Klasse derer sind, welchen 
imaginäre Berübrungsebeiien entsprechen; dass dagegen die Focal- 
kegelscbnitte der beiden andern Flächen Focalpunkte von beiden 
Klassen enthalten, indem für das Ellipsoid die Fucalellipsc und 
l'nr das Hyperboloid mit zwei Manteinäcbcn die Focalbyperbel die- 
jenigen Focalpunkte cnlbalten, denen nur imaginäre Hernbrungs- 
' ebenen entsjtrecben. Diess ist gleicbbedeiilend mit dem, was wir 
schon im Art. 145. erkannten, dass Focalpunkte mil reellen He- 
rührungsebeneii nur in den Normalebenen zu derjenigen Axe der 
Fläche liegen können, welche den reellen Ebenen der Kreis- 
sebnitte angeliört. 

149. Die Focal kegelschnittc mit reellen Berühr- 
nngsebenen dnrcbsclineiden die Fläche reell, während 
die Focalkegelscbnitte mit imaginären Berübrungsebe- 
nen diess nicht tinin. 

Denn wenn die Gleichung der Fläche in die Form V — Z- -|- M- 
gebraebt werden kann , welche der imaginären Berührung ent- 
spricht, so enispricbt dem Verschwinden des Wcrlhes von ü Tür 
die Goordinaten irgend eines Punktes der Fläche das gleichzeitige 
Verschwinden der Wertbe von L und jV, d. h. der Brennpunkt 
liegt in der Dirertrix. Diess fmdet aber nur in dem speciellen 
Falle statt, wo die Fläche eine Kegellläche ist. Denn für den 
Brennpunkt als Anfangspunkt der Goordinaten enthält die Gleichung 
-f 2^ <= ZJ -f- 
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in welcher Z = 0, M = 0 Kbenen rejiräseiilieri'ii, die den An- 
rangspunkt entlialten, nur Glieder, die in den Veränderlichen 
X, y, vorn zweiten Grade sind, und hezeichnet daher eine Kegel- 
lläclre. (Art. 07.) 

Derjenige Focalkegelschnitt, weichein die reellen Berührungs- 
ehenen entsprechen, geht dagegen durch die Kreispnnkte oder 
Gmhilics der Fläche. Denn wenn die Gleichung der Fläche 
in die Form V = LM gehracht werden kann, so entspricht dein 
Verschwinden des l'olynoms V fiir die Goordinalen irgend eines 
Diniktes der Fläche das gleichzeitige Verschwinden eines der 
heiden linearen Polynome Z oder M. 

Weil aber die Fläche durch den DniH^hschnitt von 17=0 und 
Z=0 hindnrchgeht, soschneidet dicFliene Z=0, wenn jener Punkt 
{/=0 in Z = 0 liegt, die Fläche in einem unendlich kleinen Kreise, 
d. h. sie ist die einem Kreispnnkte entsprechende Tangenten- 
ebene. Nach dieser Eigenschaft sind die Focalkegelschnilte dieser 
Art von Mac-Gnllagh als „ninhilicar focal conics" hezeirlinet 
woi’den ; w ir bezeichnen sie umschreibend als die Focalkegel- 
schnitte, welche die Kreispnnkte der Fläche enthalten. 

15f). Der Schnitt einer Fläche zweiten Grades mit einer 
durch einen Focalpunkt nach der entsprechenden Dircctrix gehen- 
den Ebene ist ein Kegelschnitt, der jenen zum Brennpunkt und 
diese zur Directrix hat. 

Denn für den Anfangspunkt als Brennpunkt ist die Gleichung 
der Fläche entweder 

+ Jt- + ** = i V oder x'^ + tf -f- = Z^ -f A/-. 

Und wir erhalten für r=0 die Gleichung des Schnittes ar*-f-y’=/wi 
oder a:* -f- tß = /’-(- m*, für i = •), »r = 0 als die Schnittlinie 
von ; = 0 mit den Ehenen Z = 0, A/ = 0. Geht aber die 
Ebene durch L — M = 0 selbst, so fallen die letztem Geraden 
in eine Linie zusammen und die Gleichung wird x'^ iß = l\ 
d. h. der Schnitt ist ein Kegelschnitt, der den Anfangspunkt zum 
Brennpunkt und die Gerade ; = 0 zur Directrix hat. 

Da die Wrhindnngsebene von Focalpunkt und Directrix in 
jenem normal zum Focalkegelschnitt ist (Art. 147.), so kann man 
den bewiesenen Satz auch so aussprechen: Die Schnittcurve einer 
Fläche zweiten Grades in einer zu einem E'ocalkegelschnitt nor- 
malen Ebene hat den entsprechenden E'usspunkt in diesem zum 
Brennpunkt. (Art. 125.) 
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1.01. Wenn die gcgelieiie Flfir.lie /»i'iien llradcs 


«in Kegel, ilirc Gleicliung also von der l‘'oriii 


+ 


y 


ar iV 


ist, so gescliielit die llcdnction dersellien auf die Form V=L^ d/'-‘ 
genau wie vorher und es ergichl sich, dass die Coordinaten des 
Fücal|iniikles die Helatioii 


L 

Z — A' ^ M 


ß‘ 


A 


= 0 


«rfiillen mfissen, welche zwei gerade Linien oder eine un- 
endlich kleine Ellipse repr.äsenliert, je nnrhdrin (L — A) und 
(.V — A) enigegengesetzle oder gleiche Vorzeichen haben. Oder 
mit andern Worten: Die Fncalhypcrbel degeneriert in zwei gerade 
Linien, die Focalellipse zieht sich in den Scheitel des Kegels zu- 
saininen. Für den durch 


•1 _u yj 

n''* fc' 


0 


dargestelllen Kegel ist die Gleichung der Forallinien 

- * = 0. 

a* — 6* ** "1" 

Die Focallinien. eines Kegels, ^Yelchc^ zn einem 
Hyperboloid asymptotisch ist, sind die Asymptoten der 
Focalhyperbcl des Hyperboloids. 

Die Focalpunkte in diesen Focallinien sind von 
der Klasse derjenigen, welchen imaginär« Hernhrungs- 
ebenen entsprechen. Nur der Scheitel, welcher nberdiess in 
doppelter Weise Focaipnnkt dic.scr Art ist, ist auch ein Focal- 
]innkt der andern Art, denn die Gleichung des Kegels kann in 
jeder der drei Formen 


ac’ + J/’ -f- = 


gi gi 


-f- 


6’ -(- 


oder 


„■i ^ ^ .2 ■ 


h* ä2 „I. 

:^oder=" + 


-2 I o’- 

geschrieben werden. Die Directrix, welche dem Scheitel 
als Focaipnnkt zweiter Art entspricht, gebt durch ihn 
se I list. 

. Die gerade Linie, welche einen l'nnkt der Focallinie mit dem 
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F'ussiiuiikt der eiilsprediuiiden Dirctliix verbindet, ist zur Foeal- 
liiiic normal. Dies ergiebt sitli als ein specicllcr Fall ilcs vor- 
her voll den F’ocalcnrven allgcnicin bewiesenen Gesetzes, lässt 
sieb aber aueb .sebr einracb direet beweisen. Die Goordinaten 
des Fusspunlits der Dircelrix sind 





Mß 

W— y' 


die Gleicbiing der Verbindungslinie desselben mit dem Foeal])unktc 
(a, ß] ist somit 





A’ 



-s) 


und die Hedingiing, unter welcbcr diese zur Focallinic ßx 
normal ist, 




0: 




diese Bedingung ist aber narb dem Vorbergebenden erfüllt. 

Ebenso ergiebt sieb als ein speciellcr Fall des Art. 150., 
dass der in der Kegelfläcbe dureb eine Normalebene 
zu einer seiner Focallinien bestiiiinite Scbnitl den 
Fuss[iunkt in dieser i.etzteren zum Brennpunkt bat. 

Die Foeallinieii dieser Art. sind somit idenliscb mit denen 
des Art. 125. 

1.52. Die Focallinien eines Kegels sind normal zu 
den Kreissebnitten des Ueciprokalkegels. (Vergl. Art. 125.) 

Denn die Kreisscbniltc des Kegels Lx'‘ -)- -)- A'j’ = 0 

sind naeb Art. Kl4. parallel zu den Ebenen 

(i - ^) + {M - A) = 0, 

und die entspreebenden Focallinien des Reciprokalkegels 


5:+ r + 

L ^ M ^ N 


sind, wie wir eben gesehen baben, dnreb 
L — "i\ — Ä 


dargestelll; die durch sie bestiinmlen Linien sind iintb wendig nor- 
mal zu den durch crslere Gleichung bestimmten Ebenen. 

153. Die Untersuchung der Focaipnnkte bei an- 
deren Arten der Flächen zweiten Grades gesebiebt in der 
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nänilidivii Weise. So für die in der Gleichung 


T + 


M 


• 


cntlialtenen l’araholoide, ansgcliriid von der Darstellharkeit der- 
selben in jeder iler beiden Formen 

(X - «)••■ + i/-' -H-- -r? = (.C - ^ y «)- + (:->• + 

mit 


I. — V 


2y — M 


oder.r'-f j</— ' y'‘ i’j— y A’+ (* ~ 
mit 

ß' 


— =2y-L. 
M — L ^ 


Fs erhellt daraus, dass ein Faraboloid zwei Focal- 
paralieln besitzt, von denen jede mit dem entspreebeu- 
deii ilauptscbiiitt confocal ist; sowie, dass der Focal- 
p linkt zur einen oder zur andern der vorher disentier- 
ten Arten gebürt, je nach dem Zeichen des liruches 

i-_1/ 

L ■ 


In dem Falle des elliptisrhen l'araboluids, als in welchem 
L und M zugleich ]iosiliv sind, ist für L als die grössere der 
Grossen die Focalcnrve in der Ebene xz von der .Art derer, 
welchen imaginäre liernhrungsebenen entsprechen, nährend die 
in der Ebene der xy der entgegengesetzten Art angehört. 

Da für jeden Wechsel der Zeichen von L und d/ der Werth 

L — M 

I 

positiv bleibt, so gehören alle Focalpunkte des hvperbnlischen 
Paraboloids zu denen der ersteren Klasse; wir haben dies vorher 
als eine Eigenschaft des Hyperboloids mit einer Manteinäche er- 
kannt und mussten sie, da das hyperbolische I’araboloid als ein 
specieller Fall dieses Hyperboloids angesehen werden kann, hier 
wieder linden. 

Es bleibt wahr, dass die Verbindungslinie eines Focalpiinktes 
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mit dem Fusspuiikle der onlspreclienden Directrix iiurmal zur 
Focalcurve und dass der Fiisspunkl der Directrix der Pol der 
Tangente des Fncalkegelschnills in Hezug aiir den llau|itschiiitt 
der Fläche ist. Der Fusspiinkl der Directrix gehört einer 
Parahel an und dieDirectrlceii seihst erzeugen einen 
paraholischen Cylinder. 

Zur Vervollständigung der Discussiun hieiht ührig, die Focal- 
punkte der verschiedenen .Arten von Cylindern zu he- 
zeichnen; man findet ohne irgend eine Schwierigkeit, dass zwei 
Focallinien existieren, so lange die Basis des (’.ylindcrs eine El- 
lipse oder Hyperbel ist, l.inien, welche durch die Focalpunktc 
der Basis parallel den Erzeugenden des Eylinders gehen; wrihrend 
wenn die Basis des Criinders eine parabolische ist, nur eine durch 
den Focalpunkt dieser Parahcl gehende Focallinie existiert. 

1.t 4. Die geometrische Interpretation der Gleichung U = LM 
ist schon gegeben worden. Sie drückt die folgende Eigenschaft 
der Focal^iunktü mit reellen Berührungsehenen aus: 
Das Ouadrat ilcr Entfernung irgend eines Punktes einer 
Fläche zweiten Grades von einem solchen Brcnniiunkte 
ist in einem constanteii Verhältniss zu dem Product 
der normalen Ahstände de'sselhen Punktes von zwei 
durch die entsprechende Directrix gehenden und den 
Ehenen der k rcissciinitte jiarallelen Ehencn. 

Die entsprechende Eigenschaft der Focalpiin kte der 
andern Art, welche weniger offen vorliegt, ward von .Mac- 
Cullagh entdeckt und ist in folgendem Satze ausgesprochen: 
Die Entfernung eines Punktes einer Fläche zweiten 
Grades von einem Focal punkte dieser Art ist in einem 
constanten Verhältniss zu seiner Entfernung von der 
entsprechenden Directrix, vorausgesetzt, dass die- 
selhc parallel zu einer der Ehenen der Kreisschnitte 
gemessen wird. 

In der That, setzen wir voraus, dass die Entfernung eines 
Ihmktes {x, y, z) von einer der Axe der z parallelen Directrix 
durch den Punkt zu hesliininen sei, dessen Goordinaten x und >j 
die Werthe a\ ß' haben, gemessen üherdiess parallel einer Ebene 
z=ma", so schneidet eine Parallelehene durch den Punkt (a:', y z'], 
d. i. ; — z' = m (a: — x) die Directrix in einem Punkte, dessen 
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X und y jene IVerllie a und /}' lialten, wälircnd sein i durch 
die Gleiciinng c — z — m («' — x) liestiiumt wird. Das Qiiadral 
der fragliclicn Knlfernung ist daher 

(a-'— ß')’ + (y'— o')’ = (y'— (1+m’j {x’—ei'f. 

In der Gleirlning des Art. 147. 

(a — «)• + {y ~ ß)‘ + ^ A(x — «')’ ß {y — ß'f. 

in weicher A und ß beide pitsiliv und A grösser als ß voraus- 
gesetzt sind, liezeiciniet somit die rechte Seite das TJfache des 
Quadrats der Kiitlernung eines i’unktes der Fläche zweiten Gra- 
des von iler Üirectrix, gemessen parallel der Eheiie z = mx für 
= (A — B) : ß. 

Die im Art. 147. gegebenen AVerthe von A und B bewei- 
sen, dass diese Ebene eine Ebene kreisrörinigen Schnittes ist, wie 
solches auch geometrisch aus folgender Detraclitung sicli ergiebl. 
Wir betrachten den Schnitt der Fläche zweiten Grades mit einer 
Ebene, die der bezeicimeten parallel ist. Da die l^ntrernnngen 
aller l’unkte eines solchen Schnittes ans dem nämlichen l’unktc 
der Dircctrix gemessen werden, so ist die Entrernung jedes l'iink- 
tes desselben von diesem festen l‘mikle in einem constanten Ver- 
hällniss zn seiner Entfernung vom Foral|tiinkt. Wenn aber die 
Entfernungen eines veränderlichen Punktes von zwei festen Punk- 
ten ein constantes Verhältiiiss behalten, so ist der Ort desselben 
eine Kugel, d. h. der fragliche Schtiitt ist ein Kreis. 

Wir begegnen einer scheinbaren Ausnahme in dem 
einzigen. Falle, wo die Entfernung vom Focalpunkt 
der Entfernung von der Directrix gleich ist. Weil der 
Ort eines Punktes, dessen Entfernungen von zwei festen Punkten 
einander gleich sind, eine Ebene ist, so müssen in diesem Falle 
die Schnitte der Fläche mit den der betrachleleii Ebene parallelen 
Ebenen gerade Linien sein. 

Die Erinnerung an die vorhergehenden Artikel zeigt aber 
{Art. 1.53.), dass das betrachtete Verhältniss nur in dem Falle 
des hyperbolischen Paraholoids den Werth Eins hat, (ß = 1), 
d, i. in dem Falle einer Fläclie, welche jene Kbene nicht in Kreis- 
schnilten durchschneidet, weil sie solche gar nicht besitzt. 

Mac-Cullagh hat das Verhältniss der Focaldislanz 
zur Entfernung von der Dircctrix den Modulus der 
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Fläche und diu Fucalpuiiklu iiiil imaginären Keriihr- 
iiiigsebenen ModuJar-Focal|iiinkle gunanril.^'] 

155. Es isl iin Art. 137. heiiierkl worden, dass alle Flächen 
zweiten Grades von der Form U — /,.V = 0 von zwei Kegeln 
nmhülll sind; wenn insbesondere U = 0 eine Kugel hezeidiiicl, 
so müssen diese Kegel Umdrehungskegel sein, wie alle eine Kugel 
unihüllenden Kegel; wenn sich diese Kugel endlich auf einen 
Punkt reduciert, so fallen beide Kegel noihw endig in einen einzigen 
zusammen, welcher jenen l’nnkl zum Scheilel hat. Somit ist 
ein eine Fläche zweiten Grades umliiilleiider Kegel 
ein Uindrehungskegel, wenn sein Scheitel ein Focal- 
pnnkt der Fläche isl. 

Wegen der Wichtigkeit dieses Salzes gehen wir einen direc- 
ten algebraischen Beweis desselben. Wir hemeiken zuerst, dass 
jede Gleichung von der Form 

a:* + !/’ + I* = (<i^ + f>!/ + czy 
einen geraden Kegel darstellt. Denn wenn die Axen, indem sie 
rectangulär bleiben, so transformiert werden, ila.ss die durch 
(IX -j- tiy + CI = < I 

dargcstellte Ebene eine der Goordinateiiebenen wird, so wird die 
Gleichung des Kegels in die Form 

+ r’ + z’ = i.v^ 

übergeführt, die wegen der Gleichheit der Goellicienlcn von I'- 
und einen Uindrehungskegel bezeichnet. 

Wenn wir aber nach der Itegel des Art. 78. die (deichung 
des Kegels bilden, der aus dem Anfangspunkt der Coordinaten 
der Fläche a:* -|- -f- = 0 f*"' 

L = ax Oy cz d, M = ax -f- O'y -j- e'z -(- d' 
umschrieben ist, so erliallen wir 

4- «f'ä) (x’ 4- -f i’ — z,= — »p) 4- (dL 4- d My = 0 

oder 

{(p 4- (Tä) (x* 4- 4- 1’) — (dL — dMy = 0, 




welche nach dem Vorigen die Gleichung eines geraden Kegels ist. 



Zusatz. Wie hei der llildnng der llcciprukalflärhe der 
der Originalflärhe aus dem Anfangspunkt umschriebene Kegel 
dem Asymptotenkegel der Heciprokalfläche entspricht, so folgt 
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aus diesem Art., dass die Itccipruke einer Fläelie zwei- 
ten (irades in Keziig auf einen Focalpiinkl eine U in - 
dreliiingsriäclie zvteiten Grades ist. 

Kine Heilie weiterer Figensrharten der Focalpunkle, welclie 
ans den rorgetragenen Grundsätzen leicht abgeleitet werden 
können, enipreblen wir dem Leser als Beispiele zur Hebung. 

Heispirl 1. Die Polare einer Dircctrix ist ilic Tangeiilc 
des Kocalkegelschnit Is im cn I sprechende n Focalpunkle. 

Beispiel 2. Die Polarclienc eines Punktes einer Dircclrii 
ist zu lier Verii i ndu ng s i in i e ilicses Punktes mit dem ent- 
sprec iicnilcn Ko cal pu n k te normal. 

ileispicl 3. Wenn eine linrcli ilcn festen Punkt 0 gezo- 
gene gerade Linie irgend eine Directrix schneidet und in 
lier Kläclie zweiten Grades die Punkte .4 und B tiestiiii in 1, 
so ist für den e n t s p leclienilcn Kocalp ii n k 1 F 

tan ^ AFO . tan ^ BFO — const. 

Man beweist diesen Salz ganz analog dem in der Theorie der Kegel- 
schnitte gegehenen enlspreclicmlen Tlieorcni. (Vergl. „Kegelschn.“ 
Art. 234, 9.) 

Beispiel 4. Die Constauz des bezeiciineteii Products 
bleibt bestehen, xvenn der Punkt 0 sich auf einer Fläche 
zweiten Grailes iiewegl, die mit der gegebenen die Kbciicii 
lier Krcisscbnillc. den Fucaipiinkl und liic Directrix gc- 
incinscbartlicli hat. 

Beispiel b. Wenn zwei derartige Flächen zxvcilen Gra- 
il cs von ei II er d n rch dir geniei nscha f tl iche Di rect r i x gehen- 
de n G e r a d e ii geschnitten werden, so b e s I i ni m e n d i c a u f i h r 
in beiden Fläciien iiegrenztcn Seimen am Focalpunkle 
gleiche Winkel. 

Beispiel 6. Wenn eine gerade diircb eine Directrix ge- 
hende Linie eine der beiden Flärlicn zweiten Grades berührt, 
so bcslimnit die durcii die andere iiegrenzle Sehne am Focal- 
pnnkl einen Winkel von constanter Grfissc.'^) 

156. Offenbar ist das Product der Normalen con- 
stant, die von den Focalpunkten einer Umdrehungs- 
lläclie um die transversale Axe auf irgend eine ihrer 
Tangeiileiiebcnen gefällt werden. IVenii wir nach der 
Melhude des Art. 126. von dieser Eigenschaft zu ihrer rcciproken 
Ubergehen, so erkennen wir, dass das (Juadrat der Ent- 
fernung des Ursprungs von einem beliebigen Punkte 
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der Ileciprokairiäche in einem coiistanlen Verliällniss 
ist zu dem Product der Eiitrcriiungeii des Punktes von 
zwei festen Ebenen. 

Aus An. 126, 5. erliclll, dass diese Ebenen die El»eiicn der 
Kreisschnitle für den Asym|itntenkegel der Fläche, d. i. dass sie 
auch die Ebenen der Kreiss<lmitte der neuen Fläche seihst sind. 
Die Durclischnittslinie dieser Ebenen ist die reciproke Linie der- 
jenigen Geraden, welche die beiden Focalpunkte verbindet, d. b. 
von der A.ve der Umdrehungsnäche. Wir wissen aus Art. 154., 
dass die eben bewiesene Eigenschaft jedem l’unkle des Focal- 
kegelschiiitts angehört, welcher durch die Kreispunkte der Fläche 
gebt*) und erkennen nun, dass die Iteciproke einer be- 
liebigen Fläche zweiten Grades in Dezug auf einen 
Punkt des durcli die Kreispunkte gehenden Focalkegel- 
Schnitts eine Umdrcbungsfläche ist, welche die trans- 
versale Axe zur Drehungsaxe hat; dass sie aber in Ke- 
zug auf einen Punkt des andern Focalkegclscbnitts, 
oder, wie mau sagen kann, in Dezug auf einen modu- 
laren Focalpunkt eine L'indrehungsfläche ist, welche die 
conjugierte Axe zu ihrer Axe hat. 

Man geht daher von Eigenschaften der ümdreh- 
ungsflächen nach den Gesetzen der Rcciprocität zu 
entsprechenden Eigenschaften irgend einer Fläche 
zweiten Grades in Bezug auf einen Focalpunkt und 
die entsprechende Directrix über, und in jedem Falle ist 
die Axe der Umdrehungsflächc die lteci|iroke der dem gegebenen 
Focalpunkt entsprechenden Directrix und parallel zu der Tan- 
gente des Focalkegelschnitts in dein betrachteten Focalpunkt. 
(Vergl. Art. 147.) 

In den folgenden Beispielen stehen links die EigenschaDeii 
der Umdrehungsnächen, rechts die entsprechenden Eigenschaften 
der Flächen zweiten Grades im Allgemeinen. 

Beispiel!. Der Tangciilenkegel | Jeder Kegel, der einen Focal- 
einer Umdrehungsfläche aus einem puiikt zum Scheitel und einen die 
l'nnklc der Axe i.st ein gerader entsprechende Directrix enlhailenden 
Kegei, dessen Tangenteiiebenen mit ebenen Schnitt einer Fhlche zwcilcu 

*) Es geschah auf diesem Wege, dass zuerst diese Kigcnsciiaft und 
die Unterscheidung der beiden Arten von Focalpunktcn vom Verfasser 
gefunden wurde. 
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der rur Axe normalen Ehene der ' (Irade.s r.ur ItasU lial, ist ein gerader 
IterilliningscHrvc glciclic Winkel Kegel, welcher die Verhinduiigslinie 
liildcn. j des Koc;d|nmklcs mit dem Pol der 

I Scliniltebenc zur Axe hat ; diese 
I letztere Oerailc ist normal zu iler 
I durch den Focalpiiiikl und die Di- 
! rectrix bestimmten Ebene. 

Beispiel 2. Jede Tangenteneliene ' Die Gerade, welche einen Eucal- 
ist normal zu der dureii ihren Be- |iunkl mit einem heiiehigen Punkte 
rrihrungspunkt und die Axe lic- der Fläche verbindet, ist normal zu 
stiinmien Ebene. , der Verbindungslinie des Focalpunk- 

' les mit dem nurchsrhiiitlspunkt der 
cnlsprechenden Tangenlenehcne und 
ilcr Directrix. 

Beispiels. Die Pnlarehene eines Die gerade Einie, welche einen 
Punktes ist zu der durch ihn mit ' beliebigen Punkt mit einem Focal- 
der A<c bestimmten Ebene normal, punkt verbindel , ist normal zu der 

i geraden Verbindungslinie des Focal- 
i punkles mit dem Durcbscbniltspunkt 
^ seiner Directrix mit der Polarcbenc 
des Punktes. 


Beispiel 4. Die durch einen Fo- 
calpunkt mit irgend zwei eonjugier- 
len Geraden bestimmten Ebenen sind 
zu einander normal. (Art. 126, 7.) 


Beispiel 5. Wenn ein Kegel ei- 
ner Umdrebungslläcbe umgesclirie- 
ben ist, so ist eine seiner Haupt- 
ebenen durch den .Scheitel und die 
Axe bestimmt und eine andere ist 
der Ebene der llerülirung parallel. 


Beispiel 6. Jeder aus einem Fo- 
calpunkl über einem ebenen Schnitt 
der l'mdrebnngsHäelie lieschriehene 
Kegel ist gerade. (Art. 126, 2.) 


Eine den Kreisschnitlen parallele 
und durch eine Directrix gehende 
Ebene wird von zwei einander con- 
jugierten Geraden in Punkten ge- 
sclmitlcn, welche an dem entspre- 
chenden Focalpunkt einen rechten 
Winkel bestimmen. 

Der aus einem Focalpunkt über 
einem ebenen Schnitt einer Fläche 
zweiten Grades lieschriehene Kegel 
hat zur einen Axe die geraile Ver- 
bindungslinie des Focalpnnkts mit 
dem Pol der Schnittebene und zur 
andern die Verbindung-slinie des Fo- 
calpiinkls mit dem Durchschnitts- 
pitnktc der entsprechenden Directrix 
und der Scbnittebenc. 

Der aus einem Focalpunkt über 
der DitrchschnilLscurvc einer durch 
die entsprechende Directrix geben- 
den und den Kreisschnitten paralle- 
len Ebene mit einem beliebigen Tan- 
gcntenkegel der Fläche beschriebene 
Kegel ist gerade. 


J- 
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Beispiel 7. Der Ort des Dureli- 
.scliniUs|iunktos vuii drei nul einan- 
der norrnaleti Taiigcnicnclicnen eines 
I’araliiiloids ist eine Ebene; (vergl. 
Art. il3.) cinesEli|(Soide.semeKiigel- 
Mäclie. 


Beispiel 8. Wenn eine Fl.lclic 
zweiten Grailes eine L'indrelmngs- 
fläclic uinbiilll, su ist die \w dic.ser 
I.etzleren parallel einer ll.iiijitebene 
der Ersteren. 


I Wenn diircli einen Punkt eitler 
Kläclie zweiten Crailcs drei zu ein- 
ander normale Gerade gelegt sind, 
so gellt diediircli ilire andern Scliiiitt- 
I punkte in der Eläelie tiestiiiinite 
I Ebene diiruli einen festen Punkt. 
Wenn jener Punkt niebt in derEblebe 
liegt, so iiinliülll die Ebene eine 
UnidrebungsllSelie. 

W'eiin zwei Ebäciieii zweiten Gra- 
des einander iiniliüllen , so bat ein 
aus einem Kuc;ilpunkt der einen be- 
.scliriebenen Tangeiiteiikegcl der an- 
dern die Verbindungslinie des Eocal- 
piinktes mit dem Durclisrlinitlspiinkt 
der entspreebeiidcii Direetriz mit der 
Ebene der Dciiibriiiig zur einen Axe. 


Focalkegelschnitte und confocale Flächen. 

157. Iiii vorbei golieiideil Absriinilt liabeii wir eine (leber- 
sielil der iiezieliuiigeii gegeben, weicbe jeder Focalpunkt einer 
Fläche zweiten Grades für sieb betrarbtet zur Fläche bal. liii 
Folgenden wollen wir dagegen eine IJebersicbt von den Eigeii- 
scbalten der Kegelscbiiille geben, wclrlie die Keiben der Focal- 
|>tiiikte bilden und von den Eigensrliarten der cniirornleii 
Flächen. 

Wir nehmen dazu iinsern Ausgang von einer von derjetiigen 
der Art. 145 1. nnabbängigen Methode, durch welche wir dirert 
zur Kelracblting der Focalkegelschnitte gelangen. 

Goncentrische und coaxiale kegeischnitle werden als conroral 
bezeichnet, wenn die UilTerenz iler (Juadrate ihrer llalhaxen ilie 
nämliche ist; d. h. die mit der Ellipse 


confucalen Kegeischiiilte sind durch die Gleichung 
4- ^ . = 1 

gegeben. So lange F' das positive Zeichen erhält tnid so lange 
hei negativem Zeichen numerisch kleiner als b’ ist, ist der 
confocale Kegelsrhnill eine Ellipse; wenn 1^ negativ und zwischen 
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A’ und a’ eniliallt'ii ist, so ist der rnnrocale Kegclsdinitt eine 
Hyperbel mul für 1’ > a’ ist sie imaginär. 

Kür 1- = b' redurierl sieli die Gleieliung auf y’ = 0 d. Ii. 
die Axe der a- ist die (Irenze. welehe die eonfocalen Ellipsen 
von den eonfocalen Hyperbeln trennt. Alter die beiden Rrenn- 
pnnktc geliören dorli in einem liesonderen Sinne zu ihr. Denn 
man kann dnreli einen gegeltenen l’iinkt {x\ y] ini Allgemeinen 
zwei zu einem gegebenen eonfoeale Kegelsebnitle legen, weil man 
zur fieslimmiing von P eine <|uadratisclie tileiebung 

■' _ 1 

t,‘ — X ' ^ b - — X 'i 

erbäll, d. i, 

-|- 6 * — x"^ — y"^) <Pb'^ — b‘x"^ — « 0 / '* = 0 . 

Für y = 0 wird sic auf (1’ — 6-’) (1’ — o’ -f“ 
redncierl, so dass = fp- eine ihrer Wurzeln ist, und für 
a-'* == <P — b' auch die zweite Wurzel diesen Werth 
erhält, zur Hestätignng des speciellen Sinnes, in welchem die 
Hrennpunktc dem Werthe 1* = 6^ entsprechen. Wenn wir in 
der (lleichnng 


,P - X"- 
= A-*. 


J « : 1 

^ fP — r 


b'^ — X’^ 


machen, so erhalten wir die Gleichung der liciden ßrcnnpunkte 


— b^ 

1.58. In derselben Art nennen wir zwei concentri- 
sc.be lind coaxiale Flächen zweiten Grades confocal, 
wenn die Differenzen derOnadrate ilerAxenfür beide 
Flächen diescllien sind; so dass für das F^llipsoid 


die allgemeine Glcirhiing 


-2 

+ ^ ^ 


.2 

+ <P 


«•' + F'* ' IP + X‘ ' c- + X‘‘ 

alle eonfocalen Flächen repräsentiert. 

Für das positive Zeichen von A* und für negative Werthe 


OrenzflUolicn des confocnlcn Systems, Art. 158. 


191 


ilesselbi;n, welcliß kleiner sind als c'^, ist die Fläche ein Ellipsoid. 
Eine Kugel von unendlichem llaihme.sser ist die Grenze 
der Ellipsoide des Systems, denn sie enlsj>rirht dem spe- 
ciellen Werthe 1- = cx>. 

Für negative Werthe von !'■* zwischen den Grenzen und b- 
repräsentiert die Gleichung ein llyperholuid mit einer MantelOäche 
und für Werthe zwischen den Grenzen 6- und ein llyperholoid 
mit zwei Manteldächen. Uem Crenzwerthe = c* entspricht 
die Ebene ; = 0 als Grenze zwischen den Ellipsoiden und den 
einfachen Hyperboloiden des Systems; wenn wir aber in der 
allgemeinen Gleichung die Snhslitutionen 



vollziehen, so entsprechen die Funkle des so erhaltenen 
Kegelschnitts 

.‘"'--h .=1 

«'■* — /(■ — 

in einem specielien Sinne jener Grenze zwischen den 
F^llipsoiden und Hyperboloiden, welclier wir eben gedacht 
iiaben. Heim durch einen Funkt {x, y, z) lassen sich im All- 
gemeinen drei einer gegebenen Fläche zweiten Grades confocale 
Flächen legen, weil für als die unbekannte Grüssc eine cii- 
hisebe Bedingungsgleichung 

_'2 ,/2 

- -4- ^ 4- ^ = 1 

„1 — iZ ^ ftz _ AZ T ^1 _ 

oder 


a,'z (e*— A») + y'z (c^— A’) (a’~ AZ) -f i'z («Z— A’) (ä’-AZ) 

= («z— AZ) (6 Z_a2) (cZ_a2) 


gefunden wird. Für z' = 0 ist eine der Wurzeln dieser Gleichung 
AZ = cZ und die beiden andern l»estimmen sich aus der redu- 
cierten Gleichung cc'z (fcZ — aZ) -)- y'z — py 

Wenn 


+ 


'‘1 

b‘ — 


isl, so wird eine W'urzel dieser Gleichung AZ = eZ_ ,]jpss 
bezeichnet den specielien Sinn, in welchem die Funkte der Fo- 
calellipse diesem Grenzwerthe entsprechen. 

ln analoger Weise trennt die Ebene y = 0 die Hy- 
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|ipr 1)0 ln i il c mit c i n c r Ma ii Ic Ifl äc li e von il c ii e ii m i t / w c i 
M .1 n lei n ä c li en , und die l’ocalhyp erlicl in dieser Ebene 


ist diesem Grenzwerlbe in der nändiciien speciellen Art verbunden. 

Iler Kocalkcgelsrbnitl in iler dritten iiaiiptebene, welchen die 
Gleicbung 


— fl’ ' c’ — 


1 


bezeifbneii würde, ist imaginär.*) 

159. Die drei dnrcb einen Punkt geiietiden mit einer 
gegebenen Fläche zweiten Grades conlocalen Flächen 
sind respeclive ein KIlipsnid, ein Hyperboloid mit einer 
.Manteiriäcbc und ein Hyperboloid mit zwei Mantel' 
l'lärben. 

Ilenn wenn wir in ilie zur Iteslinimung von ä’ <lienende cu- 
bisebe Gleichung des letzten Art. die successiven Substitutionen 
ä’ = a\ P = ft’. ^5 = c’, A’ = — oo 


vollziehen, so erhalten wir Resultate von den respeclivcn Vor- 
zeichen -f-, — , -j-, — , welches beweist, dass diese Gleichung 
stets drei reelle Wurzeln hat, von denen eine kleiner als c’, eine 
zweite zwischen c’ und ft’, und eine dritte zwischen ft’ und o’ 
enthalten ist. VVie im letzten Artikel erhellt daraus, dass die 
diesen Werlhen entsprechenden Flächen respeclive ein Ellipsoid, 
ein einraches und ein zweifaches Hyperboloid sind. 

IGO. Ein anderer passender Weg zur Auflösung des 
Problems, durch einen gegebenen Punkt die zu einer 
gegebenen Fläche zweiten Grades confocalen Flächen zu 
beschreiben, besieht darin, «lie primäre Axe iler gesuch- 
ten Fläche als unbekannte Grösse zu wählen. W'eil dann 
— //’ und fl'’ — c'’ gegeben sind, welche wir durch A’ und 
A’ respeclive bezeichnen wollen, so haben wir die Gleichung 


*) Picselbc Sache spricht sich auch foigendermassen aus: In jedem 
Puidite einer llanptehene treffen ausser clem Focaikegelsclmitt dersel- 
hen zwei confocale Flüchen zusammen. Uiircli jeden Punkt einer H.aupt- 
nxe geht eine einzige eonfocale Flüche; die heiden in ihr sich schnei- 
denden Focalkegelschiiilte repräsentieren die andern. Iin Centrum der 
Flächen schneiden sich die Khenen der drei Focalkegelsclinitto. 
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X - 


2 + 


y- 


udrr 


+ 


— /. 




- „'4 4- A-2 4- 4- 4- .-'4 

4- 4- (AJ 4- A4 + 4- ,'V,» } _ = n. 

Wir können auf Grund dieser Gleichung die Goordinalen des 
DurcliscliniU,Hpuuk(es von drei eonfocaleu Flächen in Fuiiclioii 
ihrer A.xen bestimmen; denn «enti a'^, «"2, «"'2 ,|ie Wurzeln 
der ohigen Gleichung sind, so giel.l ihr letztes Glied x'W-’ 
= « 2(1 d. h. 

a-'2 = - u^a'W"^ 

[n‘ — //•’) (a2 _ c 2 j- 
Und da wir ebenso «ohl *2 

Grösse ansehen konnten, so erhalten wir die euLsprechenden 
Ausdrucke 

y'2= _ e'2c"2e-"2 

(<-' — «■’; (*2 __ - (p... _ *) 

MJ. Wir haben in dem Vorigen ö'2, 6’\ etc. als algebrai- 
sche Grössen d. h. mit Einschluss ihrer Zeichen vorausgesetzt, 
so dass z. B. c"’ als zu einem Hyperboloid mit einer Mantellläche 
gehörend wesentlich negativ ist, wie auch //''» und c"'2 es sind. 

161 . Dieselbe cubische Gleichung erlaubt uns auch, 
den Radius vector des Durchschniltspiinktes confocaler 
Hachen in Function der Axen auszudrncken. 

Denn das zweite Glied derselben gieht uns 
+ y' + -f («2 _ A 4 4 _ („j _ ^2 
oder 

,r’2 -f y'2 4- ;'2 = 4. ,/ l ^ ^-(.j 

Dieser Ausdruck hätte auch direct abgeleitet werden können, 
mittelst der für j-' 2 , y'J, -'2 letzten Art. gegebenen Wcrihe; 
es ges chieht durch ein Verfahren, welches auch zur Reduction 

•) Diese Ausdriicke ertiinben eine einfache «estinimung der Coor- 
d.naten der Krei.p.inkte; denn diese aind die i)nrchschnilt»punkte der 
FocalhyperI.el mit der Fl.«he (Art. 149.); da m,i, für die Focalhyperbet 
((■'* = == „» _ /,» 

iat, so aind die C'nordinnten der Kreiapiinktc 


c2l = „'2 4. ,/-2 


, , n» — A» 

v-n. 

SalmoQ, anal. Ueoiii. d. Uaunieü. I. 2. AuH. 
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ainlcrcr symmrlrisrlipr l•'llnflion^!n ilicstT Ouortliiiiiti'ii aiigpwendet 
»erden kann. Denn indem man die vorigen Wertlic subsiiluiert und 
aid' eine gemeinscliarilielic lienenmmg rcdneierl, wird * 

ijp — (c* — «*) -f- C‘C "V * (n* — 

(/)* — c’) (c* — a^) (n^ — b^) 

Da der Zähler für jede der VoransselznngenäWc’,c-=«-, a‘—lr 
mit Nnll identisrii wird, so muss er dnreli den Nenner ohne 
Itesl llieilhar sein. Diese Di\ision kann dann in fulgender Weise 
vollzogen werden ; Irgend ein (ilied, z. il. a'V'*a"'’c’ giehl, durch 
(rt* — fc*) oder das diesem (ilek'hc {a- — b"^) dividiert, einen Quo- 
tienten n"V'’V und einen liest i'’a"*a'"V; dieser Rest giebt, 
durch (n"’ — ft"’) dividiert, einen Quotienten ft'’n'"’c’ und einen 
Rest ft'’ft"’a’"’c’, welcher in derselben Weise durch (o'"’ — 6'"’) 
dividiert einen Quotient ft'’ft"’c’ und einen Rest ft'’ft"’ft'"’c’ giebt, 
der durch ein anderes Glied des Dividenden aurgehoben wird. 
Indem man in dieser Weise fortfährt, erhält man das früher ge- 
gebene Resultat. 

1C2. Zwei confocale Flächen schneiden einander 
überall rechtwinklig. 

Wenn {x', y, z) ein gemeinscbartlicher Punkt beider Flächen 
ist und // und p" die Längen der Normalen bezeichnen, welche 
vom Gentriim auf die Tangentenebenen beider in diesem Punkte 
gefällt werden, so sind nach Art. 89. die Richtungscosinus die- 
ser zwei Normalen 

p'_x p’ z px p"y p" z 

o’’ ’ ft’’“’ ’ ft"’ ’ c"’ • 


Sie sind zu einander rechtwinklig, wenn die Beditignng(Arl. LI.) 

PP I „'*«"* + ft'Jft"’ ■*" c'*c"’l~^^ 

erfüllt ist. Da aber die Coordinaten x', y, den Gleicbnngeii 
beider Flächen genügen müssen, so haben wir 


-r -t- 


„•'2 


+ 'h-l + 


lind erhalten durch Subtraction dieser Gleichungen und wegen 


„"2 


//'2 ^ h'^ = C ‘ 
.'2 




c'’ als Rest 


ft'’ ft' 


i + 




c ‘ c ’J 

»eiche die behau|itete Rechtwinkligkeit bestätigt. 


= 0 . 
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Im I> iirr h sr li II i Uspii n k I von ilrri i'oiifnrnliMi Klü- 
i'licn scliiieiili't daher jede Tang i‘ii I e ii e h fiie der ^•in^!ll 
ilie beiden Ta Ilgen teile In: iir n der andern r er li l \v i nk li g 
nder die Ta n geilte ne he ne der einen Klär he rnihält 
die Morinalen der beiden andern Klächen. 

UiiV Wenn eine Khene diirrh das (n'iilriiin zu einer 
Tuiigentenebene einer Kläehc zweiten Grades parallel 
gehl, so sind dieAxendes von ihr gebildeten Schnittes 
den ^Normalen der beiden ronrocalen Flärheii parallel, 
welche durch den Uerührungspunkt gehen. 

Ila bereits bewiesen worden ist, dass die Parallelen zu den 
genannten iNormalen rerhlwinklig zu einander sind, so bleibt nur 
zu beweisen übrig, dass sie conjiigierte |)iirchniesser ihrer .Srhnitt- 
curve sind. Nun ist nach Art. 94. die liedingung, unter welcher 
zwei Linien conjiigierte Durchmesser sind, durch 

cos « cos a cos ß cos ß' cos y cos / 
a ‘ 6 • c ■“ 

dargestellt und wir haben also Tür die Richtungscusiniis der Norinalen 

/# e /Cf e» e e'/ ' /'» ' t 

P X PU p z p X p y p z 
c"-2 ’ a"i' ’ c"'» 


zu beweisen, dass 


P P 1 + 

I rt *<l ^ 


+ 




.1 = 


II 


ist. Aber die Wahrheit dieser Gleichung ergieht sich ohne Wei- 
teres ans der Siiblraclion der zwei Gleichungen des lelzlen Artikels 


n • a 

Y -' ^ 


X * 


+ 

+ 


//2 (/'Z 




iPb' 


'•1 + 


= ü, 
. = 0 . 


164. Man soll die l.ängeii der Axeii des Central- 
schnittes einer Fläche zweiten Grades durch eine der 
Tangentenehene im P'unkte (x', y, 2 ') parallele Khene 
bestimmen. 


Aus der Gleichung der 
centralen Hadiiis vector von 
die Gleichung 

1 cos’« 



Fläche ergieht sich die Länge eines 
den lUchtiingscosinus «, ß, y durch 

cos’^ cos’y 
+ //V + c'J ’ 


t3 
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Aclitcs Kn|iitcl. Art. 1C5. 


und mittdsl der für «, ß, y iin Iclzlcii Artikel jjegeliciien Wertlie 
linden wir für die Länge einer dieser Axen 

I n ^ 6 ^ /i ' ' c *c ' j 

Nun gelten die (ileielmngen 

/n tn 

+ / =0 

H'‘,n b'‘m ^ c^c"‘ 

^ '-11 4. = L 

1- ft" 4 -r ^".i 

lind wir erhalten durch ihre Suhlraction 

^ 4. J'L 4. ...<L _ 1 

a't • b''^ b”* ' c"^c"' p'"^ [a"^ — a"‘)' 

und durch Suhslilulion dieses Ausdrucks iu den vorher für 
heslinunten Werth p* = a'® — a"^. In derselhen Art finden wir 
für das Quadrat der andern lialbaxc p^ = — u""^. 

Wenn also zwei confocale Flächen zweiten Grades 
sich diirclischneiden, so ist ein Hadius der einen, wel- 
cher der Normale der andern in einem Punkte ihrer 
Diirchschnittscurvc parallel ist, von constanler Länge. 
Diese llalbdurchinesser bilden daher anf der Fläche eine sphäri- 
sche (hirve, und lieiden Systemen der Durchschnittslinien der Fläche 
mit den ihr confocalen Flächen entsprechen so Systeme von sjihä- 
rischen Curveu auf ihr. 

16,5. Da das Product der Axen eines Ceniralschnitles mit 
der Normalen einer parallelen Tangentenehcne dem Producte der 
Axen nbc gleich ist (Art. 9(3.), so erhallen wir unmittelbar Aus- 
drücke für die Längen p, p", p“. Wir haben 

fi’^b'^c^ it"'^b"^c'^ 

^ [a"‘ — a"'^j ^ (a”^ — n'^j («’'* — « 

"'2 _ 

^ («"'* — [a"'^ — 

Diese Werlhe hätten auch durch Substitution der früher für 
x y'^, gegehenen Ausdrücke in die Gleichung 

1 ’l ,/i ,'Z 

p‘ ^ b' ^ c* 

erhallen werden können, indem man den erhaltenen Werth von 
p"^ durch die Methode des Art. 161. rediiciert. 
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Her Leser wiril die Symmetrie bemerken, tvclelic z«i- 
sclicn diesen Wcrlhen von //^, p"^ und //”* und den für 
x'*, z'^ gefundenen slatlfindct. 

Wenn wir die drei Tangenlenebcnen als Coordinatenebenen 
bclrachlcn, so werden die Normalen />', p", p" die C.oordinalen 
des Cenlrnms der Fläche. Die .Analogie zwischen den Werllien 
fnr p , p", p" lind denen ftir x , >J , z' kann daher folgender- 
niassen ansgcdrfickl werden: .Mit dem Punkte (a"', y, z) als Cen- 
truin können drei confocalc Flächen hescliriehen werden, welche 
die drei Tangenleucheiicn zu llau|ilehencii haben und sich in dem 
Centruiu des Oiiginalsystems durchschnciden. Die Axcii dc.s neuen 
Systems von Confocalcn sind 

a, a , a \ b , b , h , c , c , c . 

Die drei Tangcnlenehcneii des neuen Systems sind die drei 
llauplchenen des Origiiialsystems. 

Wenn ein l'.eiilralsrhuilt zu einer dieser llauplehencn z. I!. 
der Ebene yz parallel ist, so bestimmt er in der Fläche, zu wel- 
cher sie eine Tangcnlcnebene ist, einen Kegelschnitt, für wel- 
chen nach Art. 16-1. die Quadrate der Axeii sind n’ — 6^, n^ — c-. 
Es ergiebt sich also, dass Itirhtnngeii und Crössen der Axen von 
der Lage des Punktes x, y'. z' unabhängig sind. Die Ouadrale 
der Axeii sind gleich und entgegengesetzt den Ouadi alen der Axen 
des entsprechenden Focalkegelscimilts. 


166. Wenn D die Länge des Durchmessers einer 
Fläche zweiten t’.rades bezeichnel, welcher der Taiigcnlc 
in einem Punkte ihres Durchschnitts mit einer coufo- 
calcii F'läche. parallel ist und wenn p die .Normale auf 
ihre Tangciitenebcne in diesem Punkte darstellt, so ist 
für alle Punkte der Durchnittscurvc pD = consl. 

Denn die Tangente in irgend einem Punkte der Durchschnitts- 
curve zweier F'lächcn ist die Durchschnittslinic ihrer Tangenten- 
ebenen in diesem Punkte, und sie ist in diesem Falle normal zu 
der dritten durch denselhcn Punkt gehenden confocalcn Fläche. 
(Art. 162.) Nach Art. 164. ist daher />■ = und somit 

nach Art. 165. 


p‘D' 


n- IP c'2 


welches für gegebene a, a" eine Coiistante ist. 
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167. Man soll den Ort der Pole einer gegebenen 
Ebene in Bezug auf ein System cnnfocalcr Flachen 
bestimmen. 

Sei Ax By Cz = 1 die bciraebtete Ebene und r\, f) 
ihr l'ol, so muss die t’.leicbuiig 


^ h- — r- ^ c 


zi 

■i _ 


1 


mit der ersleren identisch werden, d. b. man muss haben 


I 

;<* — x‘‘ ' 


A, 




IMc Elimination von il* zwischen diesen rileicinmgen liefert 
für liie t.leirbuiigen des tirtes 



Iler fragliche Ort ist daher eine zur gegebenen Ebene nor- 
male Gerade. 

Miess Tbeoiem enthält iniplicite die Aullnsung der Aufgabe: 
.Man soll eine Fläche zweiten Grades bestimmen, die 
einer gegebenen confocal ist und eine gegebene Ebene 
berührt; denn da der I’o! der Tangentenebene einer Fläche 
der Berübrinigspunkl derselben ist, so erhellt zunächst, dass nur 
eine Fläche der verlangten Art existiert, und dass ihr Berührungs- 
punkt mit der Ebene durch den nurebsebnitt des gefundenen 
Ortes mit ihr bestimmt wird. 

Man kann das Theorem dieses Art. auch so aussprerben; 
Iler Ort des Pols der Tangentenebene einer Fläche zweiten Gra- 
des in Bezug auf eine zu ihr confocale Fläche iH die Normale 
der ersten Fläche. 

108. Man soll die Entfernung zwischen dem Berüh- 
rungspunkt einer Tangentenebene und ihrem in Bezug 
auf eine confocale Fläche genommenen Pol bestimmen. 

Seien x', y, z' die Goordinateii des Berührungspunktes einer 
Taugentenebeno der Fläche von den Axen a, 6, c, und J 

die des Puls derselben Ebene in Bezug auf die confocale Fläche 
von den Axen b' , c; so gelten wie im letzten .Artikel die 
Gleicimngeu 
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also 
I — x' 


-x,ri — y = 


6 » 


y, S — 1 '= 



und diirli Quadrieren und nacliliertge Addition erhält man 



P 


u cnii i> die vom Centrum auf die Ebene gerälltc Normale liezeidinel. 

169. DieAxen des Tangentcnkcgels einer Eläciic 
zweiten Crades sind die Normalen der drei conforalcn 
Flächen, welche durch den Scheitel des Kegels hiii- 
dnrehgehen. 

Betrachten wir die Tangentenehene einer von diesen durch 
den Scheitel {x', y, z') gehenden Fläche, so liegt der l*ol dieser 
Ebene in Bezug auf die Originalfläche nach Art. 05. in der Po- 
larebene von {x', y, z') und nach Art 167. in der Normale der 
confocalen Fläche; cs ist daher der Punkt, in welchem diese 
Normale die Polarehenc von (x', y, z') d. h. die Ebene der Be- 
rührungscurve des Kegels durchschneidet. 

Aus Art. 64. folgt dann, dass ilie drei Normalen die Ebene 
der Berfihrung in drei Punkten schneiden, von denen jeder der 
Pol der Verbindungslinie der beiden andern in Bezug auf die von 
ihrer Ebene bestimmte. Schnittcurve ist; da dieselbe aber zugleich 
ein Schnitt des Kegels ist, so sind nach Art. 71. die hezeichneten 
Normalen ein System conjugierter Dnrchme.sser der Kegelfläche, 
und insbesondere, weil jede von ihnen zu den beiden andern 
rechtwinklig ist, die Axen derselben. 


170. Wenn durch eine beliebige Tangente einer 
Fläche zweiten Grades zwei Tangentenehencn an eine 
zu itfr confocale Fläche gelegt werden, so bilden die- 
selben mit der Tangentenehene der ersten Fläche in 
dem gegebenen Punkte gleiche Winkel. 

Denn diese Tangentenebene ist nach dem letzten Artikel eine 
llauptebene des Kegels, welcher den gegebenen Punkt zum Schei- 
tel hat und die confocale Fläche berührt, während die beiden 
Tangentenebeueu des Satzes Tangentenebenen dieses Kegels sind; 
und zwei Tangentenebeueu eines Kegels, welche durch eine in 


Achtes Kapitel. Art. 171. 


fiiKT llaii|i(ul)i'iic entlialtPiic (.eradc liiiuliiiTli;;dicti, machen inil 
dieser Ebene gleiche Winkel. 

hie Fncalkegel, d. h. diejenigen Kegel, welche aus heliehigen 
Scheitelpunkten ühcr den Focalkegelschiiillcu einer Flüche zweiten 
lirades hcschrieheii werden, sind die Crenzrällc von Kegeln, welche 
ilie confocalen Flächen nnihülleii und die zwei Tangenlenchciieii 
eines Foralkegels, welche durch eine, heliehigc Tangente einer 
FlSi'hc zweiten Cirades gelegt werden können, niarhen daher gleiche 
Winkel mit der Tangentenebene der Fläche, welcher jene Tan- 
gente ang(diör(. 

Wenn tlie Fläche zweiten tlradcs seihst ein Kegel ist, so 
reduriert sich ihr Focalkegelschnilt auf zwei gerade Linien und 
das eben ausgesprochene Thenreni lautet in diesem Falle dahin, 
ilass jede Tangentenebene eines Kegels mit denjenigen Ebenen 
gleiche Winkel bildet, welche die Berfihrungsscite mit je einer der 
Focallinicn bestimmt. Wir werden diesen Satz im X. Kapitel 
unabhängig beweisen. 


171. Aus Art. 169. folgt, dass die Gleichung des 
Tangenlenkegels einer Fläche zweiten Grades die Form 
/fi’ -1- tiy"- -f C-J = 0 


annehmen muss, wenn die Normalen der durch seinen 
Scheitel gehenden confocalen Flächen als Coordinateii- 
azeii gewählt werden. Indem wir diess durch eine wirkliche 
Trarisfonnalion bestätigen, erhalten wir zugleich einen unabhängi- 
gen Beweis des Satzes des Art. 169. und die Kenntniss der wirk- 
lichen Werihe von A, P , C, welche uns später mehrfach von 
Nutzen sein wird. 


Die Art. 78. gegebene Gleichung des Tangenlenkegels ist 



und sic wird, zu parallelen 
Kegels transformiert, in die 


+ + 

T 1 - 


.'J 



A\en durch den Scheitelpunkt des 
Form 
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Die Axcn des TangcnteukegeU. Art. 172. 


fibcrgcffihrl. Um sic nun auf die drei bczciclmeten Normalen als 
Axen zu beziehen, haben wir die Richtungsco.sinus dieser Linien 
in die Formeln des Art. 17. einzusetzen und erkennen, da.«s wir 


für 

X 

„'2 

für 

y 


für 

z 



a • 

•f t 

i> y 


l> X 

l ,'"2 


,p y 
y + 


j"2 ^ 

I P 


zu siibsliluiereu haben. 

172. 1,'m das Resultat dieser Substitution leichter zu erkennen, 
werden dir rolgenden Formeln nützlich sein. Ist 


+ iz + 


so haben wir wegen 


_'2 „'2 ,'2 

“ J_ ? L t 1 

«'2 ^ + c'» 


'2 ,/2 .'2 
:.-2 + ^ 4 - + 


0 

s 


c- c 


wir finden in gleicher Art 


n‘n 

und aus beiden 


-I- ^ - -I- 

-I- ,,2*"2 -t- 


.'2 


C‘C 


«''7- 


y ■ 


„ 2 „» 2„"2 + * 26 ’ 24,"2 


•'2 


S 


c’c'V'ä (o*2_„2j (a"2_„2j- 

Uebcrdicss erhalten wir aus 
2 


und 6* 


J. JL 4- = A 

^ ' c* /j'* 


+ 


J! ; 


a‘* — a* 


^ 4. 4. 


1 


J'4^2 T g'4g2 „'2 — ^2j2 ^'2 j„'2 „2J ‘ 

*) Wir bemerken, dn.se 

g ^ (««— a«) («"*— fl*) fl "'*-fl«) 


a*b^c^ 


ist, weil a'* — o*, a"* — o*, a"'* — a* die Wurzeln der cubiseben Gleichung 
des Art. 15S. sind, deren absolutes Glied =» a’i’c’S ist. 




Ü. 




li 
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Achtes Knpitel. Art. 173. 


173. Wenn wir nun die verlangte Transfornialion ausroliren, 
so erhallen wir auf der linken Seile der Gleichung des Arl. 17). 
den Cocfficicnten von in der Form 

o f I 1 

'' //‘A’ c'Vj 

unil den Coefficienlen von xij in der Form 

l„V'o"= ^ üH'Vn ^ cVV'=j ’ 
die linke Seite der transformierlen Gleichung wird daher 

+ .41 y 

\n‘ — a* a ‘ — tr a ‘ — «V 

_ c f . -V’ L . 1. 

* («'j-a’ ^ «"J-a* ^ a'"»— a»j 


Wenn wir dann die Grösse 

xx’ , yy !z' 

+ A* + 

in der nämlichen Weise hehandeln, so erhallen wir 

s (. 4 . . p'y^ j_ 

V„'2_„2 ^ «"»-„2 ^ a""‘—aV ’ 

und erkennen, dass ihr Quadrat gegen die erste Gruppe der Glie- 
der der linken Seile versrhwiiidrl, so dass die Gleichung des Ke- 
gels in der Form 


n'* — (»2 


-r -t- 


.2 


= 0. 


d. i. die erwartete transformierte Form, übergeht. 

174. Als specielle Fälle des Vorigen ergeben sich die Gleich- 
ungen der Fücalkegcl (Art. 170.) d. h. der Kegel, welcher 
aus dem heliehigen Funkte {x', y, z) über der Focal- 
ellipse und der Focal hyperhe I heschriehen w erden. 
Sie entsprechen den Werlhen n’ — c^, — A’ für das Quadrat 

der primären Axe, ihre Gleichungen sind daher 
x’ «2 ,2 

<.'2 1- c"2 ^ c'"2 

l«2 *2 

-L L - = 0 

ip -r ^-2 j>'-2 

Wir hätten diese Gleichungen auch direct erhalten können, 
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wenn wir die Gleichungen der Focalkegel wie in Beisp. 12. des 
Art. 121. gebildet und sie dann «ie in den letzten Art. transfor- 
miert hätten. 


Man erkennt ohne Schwierigkeit, dass irgend eine Normale 
und die entsprechende Tangentenebene mit jeder der Hanptebenen 
einen I'unkt und eine Gerade bestimmen, welche in Bezug auf 
den Focalkegelschnitt derselben Pol und Polare sind. Es ist ein 
specieller Fall des Art. 169. 

Die in dem vorhergehenden Art. angewendeten Formeln er- 
lauben auch die Transforination einiger andern Gleichungen zu 
denselben neuen Axeii. 


Beispiel 1. Man transformiere die Gleichung der Fläche zwei- 
ten Grailcs seihst zu ilou drei Normalen durch den Punkt x, y , z 
als Axen. 


Die zu parallelen Axen durch den Punkt (x', y , z) transformierte 
Gleichung ist 

+ 1 + e)-"; 

<la nun die Transformalion dor Polynome 


X* I .V* , s* , XX , I 

„t + + 3 '3' + M + rf 


6 ’ 


zu den drei durch jenen Punkt gehenden Normalen der entsprechenden 
confocalen Fhlchen als Axen im Art. 173. gegehen worden ist, so wird 
die fragliche transformierte Gleichung sofort in der Form 



gefunden. Die auf der linken Seite dersclhen zwischen den Klammern ste- 
hende Grösse giebt rtberdiess, gleich Null gesetzt, die transformierte Gleich- 
ung der Polarebene des Punktes. 

Beispiel 2. Wenn der Punkt {x' , y , z") iii der Fläche selbst liegt, 
so erfährt iliese Gleichung eine Veränderung, die wir augehen wollen. 
Die zu parallelen Axen transformierte Gleichung ist dann 



und hei der Transformation wird der foefficienl von x'^ 
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Achtes K»|iilel. Art. 174, 


— wir \vi)llen Ilm ilurcli . ktirr. Iierciclincn — (Irr von 

yl 


ilcr von .ry 


„'j/JL! 4. J* 4- _ ‘ 

^ '■ //V/» r'V y «» — «'• ■ 

( ä’» + ÄV/» + 


2;/_ . 
a*) * 


rlcr ('.oelTicionl von yz vcrschwiudel identisch niul die Glieder vom ersten 

SiT" 

(irade roducieren sicli auf — ; die transformierte Glcidiung ist daher 


'* I _ff’_ I J* ^5;*. 4. Hü 

* fl* — fl‘* ’ p \t‘* — o**) y (o* — n***) p 

Wir bemerken, dass y der /ur Normale im Pnnkle x (/ z jiarallele 
Duichmesser ist und dass wir lial>en 

j L. 4 L = J_ 4- 4. 

y* ' fl* — fl^ fl* — fl*** fl* Ä* ' 

’ Iransformicrlc Gleichung 
in 

(e; - Pf + + (;, + ,0’ = p^. 

fl* — fl* ' a* — fl* 1'' • 


O. 


so dass die Iransformicrlc Gleichung üherdiess in der Form geschrieben 
werden kann 


Beispiel 3. Wir gehen endlich die Transfer malion der Gleich- 
ung der Reciprocalflächc in Bezug auf irgend einen Punkt für 
die drei Normalen des confocalcn Systems durch dicscu Punkt 
als Aien. 

Die Gleichung der Reciprocalflächc ist nach Art. 127. 

{x.v -f- yy* -|- zz' = «’.t’ -j- b’y'^ -(- c'z-. 

Durch Transformation geht nach den Formeln des Art. 17D. die 
Grösse 

(a-.r 4- yy' -f zz) in {px + ;/y + p"z -f 
über; für die Transformation von 

fl^ar* -|- 6y 4 
findet man den Cocfficicnten von x^ 


,/2 4_ 4- '■'= ''1 

^ ^ ^ ^ e'* / 

- - •') /.'• (s + s + (s + s + S) 


der Coefficient von a:y ist 


2,;,r Jül®’ 4- 4_ i 

' ' |7*<r* ' *■*//'* ' c'*e"*( 


und weil 


— — .»-d-fey -Gotflglr^ 


Foealliuicn <h*r Tunjfentenkcgpl. Art. 175. 


2<V) 


f o I J' * I // * I 2 * 

{“' “ ) "I" h'v;* ^v») 


und 


/I Jt .'t 

77- 4- Kr -I- = 1 

rt n /,"# ."I 


ist, SU Iwilicii wir 


iV* 


n'««"» ^ b'V,"‘ ‘ c'«c''» 

und die Iransrormierle Gleichung erhält die Form . 

(«'S — «S) xS + {«"s — flS) yS ^ („"'J _ „■i) .2 
+ 2ä-S (px + p"y + ;/"i) -{- /. ' == O. 

175. Wenn wir nun m der im Art. 173. gegebenen Gleich- 
ung des Tangcntenkegels zurückkehren, so beweist ihre Form, 
dass alle concentrischen Kegel, welche einem System 
von conTocalen Flächen umschrieben sind, coaxial 
und confocal sind. Denn die drei Normalen, welche durch 
.den gemeinschartlichen Scheitel gehen, sind für jeden Kegel des 
Systems die A.xen, und die Form der Gleichung zeigt, d.iss die 
Diirerenzen der Quadrate der Axeii von «’ unabhängig sind. 

Die Gleichungen der gemeinschartlichen Forallinien dieser 
Kegel sind nach Art. 147. 

^ z- ^ ^ ^ 

«'S «"S fl'"’ «' '2 ’ 

Wenn nun im Art. 164. bewiesen wurde, dass der Gentral- 
schnitt des Hyperboloids mit einer Mantcliläcbe, welches durch 
(x', y, z] geht, durch 


a"s-«'s 


+ 




0 


dargestellt wird, so folgt aus der W'ahrheit, dass der Schnitt 
des Hyperboloids mit der Tangentenebene dem Centralschnitt 
ähnlich oder durch 

xS jS 

“C, T;:, D 

« • — « II * — « ‘ 

gegeben ist, der Satz von Chasles und Jacobi-.s*) Die Focal- 
linien des Systems von Kegeln, welche ans einem be- 
liebigen Funkte den Flächen eines confocalen Systems 
uiiigeschrieben sind, sind die Erzeugenden des Hyper- 
boloids mit einer .Mantelfläche unter ihnen, welches 
durch diesen Funkt gehl. 


7 ^- 

( 


Avlites Kajiittil. Art. 17G. 
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Milli kann tieiiijcllicii aticli so lioMeiscii: Wenn mau ilurrli 

eine lielieliige Seite eines unter «Uesen Kegeln die Tangenlcnelienc 
dessellien niul Klienen ilureli die erzetigenden Linien jenes Hyper- 
liuloids liindiirrlilegl, so sind «liese Li-tzteren Tangentenelienen des 
Ilypei linlüids und Itilden dali«'r narli Art. 17(1. mit der Tangen- 
leneliene des Kegels gleielie Winkel. Diese zwei Erzengenilen tialieii 
also die Kigenschafl, dass ilie dnndi sie und eine helieliige Seile 
des’Kcgels gelegten Kbeneii mit der cntspredienden Tangenten- 
elieiie dessellien gleielie Winkel einseliliessen , eine Eigenschari, 
w elche na« li Art. 170. «len Eocallinien angeln'irl. 

Zusatz 1. Die Reciprukeii eines Systems von eoiifo- 
calen Fläciien inUeziig auf irgend einen l’niikt haben 
die nämlichen Kreisschnitte. Denn die necipr«ikalllä«heii 
«ler «lieseni l‘nnkle enlsprechendeil Taiigenlenk«'g«d haben nach 
.Art. 148. dieselben Kreissclinilte, nnd sie sind «lie Asyniptoten- 
kegel der l{eriprokallIächen. 

Zusatz 2. Die Llinrissc der orthogonalen Projectio. 
neu eines Systems von confocalen Flächen auf eine 
Ebene sind confocale Kegelschnitte. Diese Projectioncii 
sind «lie Durchschnitte der gedachten Ebene mit den zu ihr nor- 
malen die Flächen des Systems nnihülleiiden Cylindern, und man 
kann diese Letzteren als ein System von TangcnUnikegeln be- 
trachten, welche «len unendlich entlerntcn genieinschafilichen 
Punkt der Erzeugenden zum Scheitel haben. 

17(>. Unter den Flächen eines confocalen Systems 
existieren im Allgemeinen zwei, welche eine gegehene 
gerade Linie berühren. 

Sei (ar', y', z’) ein Punkt der betrachteten Linie und sind 
a'" die Axen der drei Flächen des Systems, welche durch 
ihn hindurchgehen, a, ß, y die VVinkel, welche diese Linie mit 
den drei .Nurnialen bililet; so erhellt aus Art. 173., dass das n der 
gesuchten Fläche durch «lie «|na«lratische Gleichung 
cos’ «« c«)s’ ß cos’ y 

n’ — a’ o”’ — n’ ‘ a'"’ — a’ 


bestimmt wird. Sind nun a, a' 
so haben die beiden Kegel 



die Wurzeln dieser Gleichung. 
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»lie gcgeheiie Gcraile zur gemeiiiscliarUirli.Mi Seite uiul mau be- 
weist genau wie im Art. 1G2.. .lass .lie Taugeulenehenen .1er h..gel, 
welche .lurrh .liese Linie gehen, zu einan.ler rechtwinklig sin.I. 

Ua aber .lie Tangcnlenehcncn .Ics Tangentenkegels einer Flache 
auch Tangenteiiehenen .lieser Letzteren sin.I. s.i ergiehl sich daraus, 
dass die durch eine gerade Linie gehenden Tangen- 
lenebenen der beiden sic herührendeii Flächen eines 
confncalen Systems zu einander rechtwinklig sind. 

Zuweilen findet man die Kigenschaft. dass die von einem Punkt 
ausgehenden Tangentcnkegel von zwei sich .iurclischneidenden con- 
focalcn Flächen zweiten Grades einan.ler rechtwinklig durchs. hnei- 
den, dahinausgesprochen, dass zwei confoc alc Flächen, von 
einem beliebigen Punkte aus gesehen, einander recht- 
winklig zu durchschneiden scheinen. 

177. Die Normalen der Flächen eines confocalen 
Systems, welche den durch eine gegebene gerade Li- 
nie gehenden Tangei.tenebenen derselben entspre- 
chen, sind die Erzeugenden eines hyperbolischen la- 
r a b o 1 0 i d s. 

Sie sind oiTenhar einer Ebene parallel, nämlich der zur ge- 
gebenen Linie normalen Ebene; und wenn wir irgen.l eine der 
confocalen Flächen betrachten, so enthält nach Art. 167. die Nor- 
male, welche irgend einer durch jene Gerade gehenden Ebene 
enUpricht, den Pol dieser Ebene in Bezug auf die angenommene 
confocalc Fläche, einen Punkt also, welcher ein Punkt der Polar- 
linie der gegebenen Geraden in Bezug auf fliese confocale I lache 
ist; in Folge dessen schneidet jede Normale die Polarhme der 
gegebenen Geraden in Bezug auf irgend eine der confocalen Ha- 
chen und die durch die Normalen erzeugte Häche ist daher ein 
hyperbolisches Paraboloid. (Art. 115.) Die Polarlinien der eben 
angestelltcn Erörterung sind für das nämliche Paraboloid die Er- 

zeugenden des andern Systems. 

Die beiden Punkte, in denen diess Paraboloid die 
gegebene gerade Linie schneidet, sind die zwei Punkte, 
dieselbe die beiden confocalen Flächen berührt. 
Wenn die gegebene gerade Linie selbst für eine 


WO 


Achtes Kapitel. Art. 178. 


2(l8 

wir einen beincrkenstvcrllien speciellen Kall. Die ^ormall‘ 
«eiche irgend einer der durch sic gehenden Khenen enlsprichl. 
wird nach Art. 167. gerunden, indem man von dem in Bezug auf 
jene Fläche U genommenen l‘ol dieser Ebene auf die.<elhe eine 
Normale fällt; es ist aber olfenbar, dass jener Pol und diese Nor- 
male in der Tangentenebene von V liegen müssen, zu «cicher 
die gegebene Gerade normal ist. In diesem Falle liegen so- 
mit die Normalen in einer und derselben Ebene. 

Aus dem Principe, dass das Doppelverbältniss von vier durch 
eine gerade Linie gebenden Ebenen mit dem Doppelverbältniss 
ihrer in Bezug auf irgend eine Fläche zweiten Grades genomme- 
nen Pole übercinslimmt, nird sogleich erkannt, dass irgend vier 
Normalen alle die der gegebenen Linie in Bezug auf die Flä- 
chen eines confocalen Systems entsprechenden Polarlinicn projec- 
liviscii ihcilen; da he r n m h ü 1 1 en in dem betrachteten spe- 
ciellcn Falle die sämmtlichen Normalen nothwendig 
einen Kegelschnitt, und zwar eine Parabel, weil die Noi'- 
inale in einer ihrer Lagen ganz in unendlicher Entfernung liegt, 
nämlich in dem Falle der unendlich grossen Kugel, welche dem 
System der confocalen Flächen nach Art. 158. angehürt. 

Der Fusspunkt der gegebenen Linie in derjenigen 
Fläche des Systems, für welche sie eine Normale ist, 
liegt in der Directrix der Parabel. 

178. Wenn o, ß, y die auf die Normalen durch den Schei- 
tel bezogenen Uichtungswinkel der Normale zu einer Tangenlen- 
chenc des Kegels der Art. 171., etc. bezeichnen, so müssen die- 
selben, weil die hezeichnele Normale dem reciproken Kegel angc- 
hürt, die Relation 

(o'^ — cos’« -|- {o"’ — o’Jros’/J — n’) cos'-’;» = 0 

oder o’’ cos’« -)- cos-ß cos’y = «'•’ 

erfüllen. Dieselbe erlaubt uns, die Axe der Fläche des Sy- 
stems zu bestimmen, welche irgend eine Ebene be- 
rührt; denn für einen b<diehigen Punkt dieser Ebene wissen 
wir die ihm entsprechenden a", a", so wie die Winkel, wel- 
che die drei durch ihn gehenden Normalen mit der Ebene ein- 
schlies.sen, so dass die Grösse o’ ebenfalls bekannt ist. 

179. Wenn die Relation des letzten Art. unabhängig bewie- 
sen wäre, so würde durch Umkehrung der Schhissordnung aus 
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ihr ein Beweis für die Gleiclning des Tangcntcnkegcis 
im Art. 173. oline Traiisfornialion der Coordiiialen lier- 
vorgehen. 

Der fulgende Beweis der Rclalion rührt von Chasles her: 
Die Grösse 

a’* cos^« a"^ cos’jj -f" eos*y 

ist die Summe der Quadrate der Projeclionen der Linien a, a", a" 
auf eine Normale zur gegebenen Ebene. Wir haben im Art. IGf). 
gesehen, dass diese Linien die A.xen einer durch das ursprüng- 
liche Centrum gehenden Fläche sind, welche den Punkt (x'. y , z) 
zu ihrem Centrum hat. lind es ist in demselben .Art. bewiesen 
worden, dass der Radius vector vom Cunlnini nach (.r', y , z) 
mit zwei Geraden, welche den A.xen der Focalellipse parallel und 
gleich sind, ein System von drei conjngicrlcn Durchmessern hildel. 
Wir wissen ferner aus Art. 98., dass die Summe der Quadrate 
der Projeclionen von drei conjugierten Durchmessern einer Fläche 
zweiten Grades auf eine beliebige Gerade eine Conslante, d. i. 
der Summe der Quadrate von drei andern conjugierten Durch- 
messern derselben F'läche gleich ist. Daraus folgt tlann, dass die 
Grösse 

cos’« -j- o"’ cos’fJ -|- n'"’ cos’)> 

gleich ist der Summe der Quadrate der Projeclionen des Badius 
veclors und zweier den Axen der Focalellipse paralleler und glei- 
cher Linien auf die vom Cenlrum auf die gegebene Ebene gefällte 
Nornäale. Nun sind die beiden letzten Geraden nach Grösse und 
Bichliing conslant, also auch die hczeichneten Projeclionen der- 
selben, und die Projection des Badius vector ist, weil die 
Normale seihst, so lange conslant, als der Punkt {x , y, i') der 
gegehenen Ebene angehörl; also ist bewiesen, dass die hetrachlele 
Grösse 

n’’ cos’« n"’ cos’jlJ a"^ cos’p 

conslant ist für alle Lagen des Punktes (x', y', z’) in einer festen 
Ebene, und man erkennt, dass dieser constante Werth das o’ <ler 
die Ebene berührenden Fläche des Systems ist, weil dieser Werth 
sich für cos « = 1 , cos ß = 0, cos y = 0 ergiebt, 

180. Der Ort des Dnrchschnitlspnnkles von drei zu 
einander rechtwinkligen Ebenen, von denen jede eine 
von drei confocalen F'lächen tangiert, ist eine Kugel. 

«Säklmon, ftual. Osoin. il. Ruuraei. I. Atitt. 14 
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Man gelangt ziim Hcwcisc dieses Salzes ganz wie im Art. 
!I3.; man addiert 

/)’ = cos -j- 6’ cos ’jS -(- cos •y , 

//• = fi"^ cos V -|- cos ^ß' ros •/, 

p"'= (i '^cos -«''-l- 6’'®cos *^ ”-1- c'”'*cos 

lind erlirdt 

pä = (/* c* -}- (a'* — 0*) -f- (o“* — a*), 

wenn p die Enircrnung des Cenlnims vom Dnrclischnillspunkt der 
Elienen bezeiclinet. riiirrli die Snhtraction der beiden (lleicbungeii 
— a* cos -’a -f- 6* cos '^ß -|- c‘‘ cos ’y, 

//’ = cos ’« -[- ,<>'* cos -ß -f- c'^ cos ’y 

erkennen wir ferner, dass die Differenz der Oiiadrale der 
auf zwei parallele Tangenten ebenen von zwei confo- 
calen Flächen gefällten Normalen constant und gleich 
a^ — a'^ ist. 

181. Zwei Kegei von gemeinschaftlichem Ccntrniii 
umhüllen zwei confocale Flächen; man soll die Länge 
des Absclinittes bestimmen, der iu einer ihrer gemein- 
schaftlichen Erzeugenden durch eine das Centrum ent- 
haltende Ebene bestimmt wird, welche der Tangenten- 
ebene von einer der durch den Scheitel gehenden con- 
focalen Flächen in diesem parallel ist. 

Die in den vier gemeinschaftlichen Kanten gebildeten Ab- 
schnitte sind von gleicher Grösse, weil dieselben gegen die Schnitt- 
ebene gleich geneigt sind, als welche einer gemeinschaftlichen 
ilaiiptebene beider Kegel parallel ist. 


Für die Durchschnitte von zwei confocalen Kegeln 

.,2 .2 


•» •> o 

* + + ^ = 0 - 
o - ^ ß '^ ^ f ’ tt 


_L ^ + 
2 > ffi ^ 


i .'2 


gellen die Gleichungen 


„2 „'2 f ß'i (y‘ - „2J y^i („-• • 

und wenn wir den gemeinschaftlichen Werth dieser Quotienten 
durch ä’ bezeichnen, so ist 

a-5 -f y2 _j_ ;i2 („2 __ jJZj _ yij (yV _ „2) 

Indem wir dann die Werihe von o’, y- aus den Gleich- 
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ungcn iliT Tangfnlr>nkfgel 170.) finsetzon iiml A* iluri li 

ilie Gleicliiiiig des Art. 105. Iteslimmeii 

n"^b'^ c'^ 

(«'■* — «’"'*) {«"'* — «'' -)* 

erhalten nir für das Onatlral des rraglirhen Ahschiiills ileii VVertli 
(n'® — a^j (rt'^ — a'*) 

Wenn die Flächen .säniiiitlich vnii versrhiedeiieti 
Arten sind, so zeigt dieser Werth, dass der hezeirh- 
iiete Abschnitt der Normale gleich ist, «eiche vom 
C entrinn auf die Tan geilten ehe ne in ihrem Diireh- 
schnittspnnkt gefällt «ird. 

Wenn wir s|)ecicll voranssetzen, dass die hctrachleten Kegel 
über der Focalelli|ise und der Focalhyperhel des Systems hesehrie- 
ben sind, so ist 

a'^ = — c^, a’^ = — 6^ 

und der W\‘rth des Ahsclinitts reduciert sich auf a'; d. h. wenn 
durch irgend einen l’unkt eines Ellipsoids eine Sehne 
gezogen wird, welche beide Focalkegelschnitte schnei- 
det, so ist der in ihr durch eine der Tangentenebene 
des Punktes parallel durch das Centrum gehende Ebene 
bestimmte Abschnitt der grossen Axe der Fläche gleich. 

Diess von Mac-Cullagh gefundene Theorem ist das Analo- 
gon des Satzes für ebene Curveii, nach welchem eine durch das 
Centrum parallel zu einer Tangente einer Ellipse gezogene Paral- 
lele in den Focalstrahlcn des Uerührungspunktes Abschnitte be- 
stimmt, welche der Haiiptaxe gleich sind. 

182. Auf Grund der eben entwickelten Principien hatChas- 
les die Lösung des Problems gegeben, die Grösse und Rich- 
tung der Axen einer centralen Fläche zweiten Grades 
aus einem gegebenen System conjugierlcr Durchmesser 
zu bestimmen. 

Wenn wir die Ebene von zweien derselben betrachten, so 
können wir nach den Gesetzen der ebenen Geometrie die Grösse 
und Richtung der Axen des ihi- entsjirechenden Schnittes be- 
stimmen. Seiner Ebene ist die dem Punkte P, dem Endpunkle 
des dritten Durchmessers, entsprechende Tangentenebene der 
Fläche parallel. Nun ward im Art. 105. bewiesen, dass das 
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Centrum der gegebenen riäclie ztveilen Grades der DnrcliscliniUs- 
piinkl von drei cnnfocalen Flächen ist, die in P ihr Centrnni 
haben. Wenn wir die Focalkegcisclinitte dieses neuen Systems con- 
fucaler Flächen hestimmeii, so schneiden sich die beiden ans dem 


Centrum der gegebenen Fläche über diesen beschriebenen Focal- 
kegel in vier geraden Linien, welche mit einander sechs Ebenen be- 
stimmen, deren Iiurchschnittslinien die Itichtnngen der fraglichen 
Axen bezeichnen, während nach Art. 181. die durch den Punkt 
gehenden Tangentenebenen in ihnen die der Länge der Axen 
gleichen Stücke abschnciden. 

Die fraglichen Focalkegelschnitte werden aus der Kenntniss 
ihrer Ebenen und der Itichinng ihrer Axen leicht construiert, 
da die Länge derselben überdiess durch 


— 


ij2 


- n"2 


ausgedrückt sind und die Axenlängen des gegebenen Schnittes 
— rt'*, < 1 * — «"’, (Art. 164.) welche bekannt sind, jene direct 


bestimmen. 

183. Wenn durch einen Punkt P in einer Fläche 
zweiten Grades eine Sehne gezogen wird, welche wie 
im Art. 181. zwei confocale F'lächen berührt, so können 
w ir einen Ausdruck für die Länge derselben finden. 

Wir ziehen einen ihr parallelen llalbdurchmesser durch das 
Centrum und bezeichnen seine Länge durch P-, wenn wir dann 
durch P eine zu diesem Durchmesser conjugierte Ebene und eine 
Tangenteiiebeue legen, so bestimmen beide in jenem Durchmes- 
ser, vom Centrum aus gemessen, Abschnitte, deren Product = It‘‘ 
ist. iN’un ist aber der durch die conjugierte Ebene bestimmte 
Abschnitt die Hälfte der fraglichen Sehne und der der Tangenten- 
ebene entsprechende ist derselbe, dessen Werth wir im Art. 181. 
gefniiden haben. Daher ist 

^_2 _ a*) (a'^ _ a'^)) 

a’b'c 


Wenn die betrachtete Sehne insbesondere diejenige ist, welche 
die beiden Focalkegelschnitte schneidet, so haben wir 

O i>2 

= a'2 — c'ä. a'» = «'* - ö'» und C = • 

a 

184. Man soll den Ort der Scheitel aller der ge- 
raden Kegel bestimmen, welche eine gegebene Fläche 
zweiten Grades umhüllen. 
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I 


Damit die Gleichiiim 


J. -- ’J ...4- _ ' 

rt' ^ a"^ — rt- ' — «'■' 


rilicti (iiTaden licgL'l dar^lellt, miissrii 7.wri ilirm- Crndficiriiteii •■in- 
ander gleich sein, d. Ii. man muss entweder a" — n, mlcr a" = n” 
liahen, oder in andern Wniien, ilie ('•leirlinng des Art. 158 muss 
für den fraglielien Punkt (a-', ij, z'j zwei gleiche IVurzeln haben. 
Ita nun nach der llntersurliiing der Grenzen der Wurzeln gleiche 
AVurzeln nur unter der Voraussetzung möglich sind, dass 1 einer 
der llauptaxen gleich ist, so erkennen wir als den Iraglichen 
Ort die Focalkegelschnitte der l■’läche. Diess stiimnt mit dem, 
was im Art. 155. hewiesen ist, ilherein. 

Wir erkennen daraus, wie cs schon hemerkt ist, dass die 
Reciproke einer Flache zweiten Grades in Dezug auf 
einen ihrer Focalpunkte eine Umdrchungsri.ächc ist, 
und dass insbesondere als Itcc iprocairiäche in Dezug 
auf einen Kreispunkt ein L'mdrchungsparaboloid er- 
halten wird. Denn ein Kreispunkt gehört zugleich einem Fo- 
calkegelschnitt (Art. 149.) und der Fläche selbst an, und aus dem 
letzteren Grunde bekanntlirh ist die entsprechende Itcciprokal- 
fläche ein Paraboloid. 


Als ein anderer specieller Fall unseres .Satzes ergiebt sich, 
dass einer centralen Fläche zweiten Grades zwei ge- 
rade Gylinder umschrieben werden können, deren Er- 
zeugende den Asymptoten der Focalhyperbcl parallel 
sind. Endlich ergiebt sich, dass der über der Focalellipsc 
stehende Kegel nur dann ein gerader Kegel ist, wenn 
sein Scheitel der Focalhyperbcl angebört und umge- 
kehrt; ein Ergebniss, welches ohne allen Dezug auf die confo- 
calen Systeme dahin ausgesprochen werden kann, dass der Ort 
der Scheitet derjenigen geraden Kegel, welche über 
einem gegebenen Kegelschnitt stehen, ein zweiter Kegel- 
schnitt ist, der die Drennpunkte des ersteren zu Schei- 
teln und seine Scheitel zu Drennpunkten hat und dessen 
Ebene normal zur Ebene des ersteren steht. (Vergl. Art. 
121., 12.) Wenn 



1 
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die Glcichmtg de.s einen Kegelsclinills ist, Sü erhält mau die des 
andern in der Form 



Es ward ini Art. 12G., 8. bewiesen, dass der aus einem 
Focalpiinkt einer Dindreliungsllädie an eine sie umhüllende Fläi he 
7.weilen Grades gehende Tangentcnkegcl ein Uindrchungskegcl 
sei und im Zusammenhang dieses Artikels erkennen wir mm, 
dass die Foca Ik cgelsch n i 1 1 e einer Fläche zweiten Gra- 
des den Ort der Focalpunkte aller der Unidrehungs- 
riächen bezeichnen, welche dersclhen nmgeschrieben 
werden können. 

185. Aus dem vorher Gesagten geht hervor, dass die Focal- 
Kllipse und Hyperbel in zu einander rechtwinkligen Ebenen so 
liegen, dass die Scheitel der einen die Brennpunkte der andern 
bilden. Von zwei solchen Kegelschnitten bildet so zu sagen der 
eine den Ort der Focalpunkte des andern, so, dass jedes Paar 
fester Punkte F, G des einen Kegelschnitts als Brennpunkte des 
andern betrachtet werden können, insofern die Summe oder 
DilTerenz der Entfernungen FP, GP nach einem veeänderlichen 
Punkte P des andern constant ist. 

Wenn wir in die Gleichungen der Kegelschnitte 

1 


— 4 - = 1 

^ ft» 


ft» ft- 


ilie Parameter 5, q> wie im „Kegelschn." Art. 237. einfübren, 
so können die Goordinaten eines Punktes in dem einen und an- 
dern Kegelscbnitt durch 

a cos ö, ft sin ft, 0; sec <jp y{rp — ft»), ( I, ft tan ip 
ausgedrückt werden und das Quadrat der Entfernung zwischen 
denselben ist 

(i»cos'ft— 2acos5sec9E(a»— ft»j-|-(o» — ft»)sec» 9 )-f-ft»sin»ft-|-ft»tan» 9 >, 
oder 


n»sec»g> — 2 a cos ft sec cp y [a- — ft») -)- («» — ft») cos» ft, 

=={asecqp — cos ftj^{n» — ft»)}». 

Daher ist die Summe oder DilTerenz der beiden Entfernungen 
+ ln .sec (p — cos ft y[<P — ft»)} . + |a sec cp — cos ft' y (a» — ft»)| 
von cp unabhängig; und die der beiden andern 



— ^ 
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+ ^(7scc7> — cosOy [a"^ — 6’)}, 4 ;{«SCC 9 ?' — cos5^(n- — b'‘)j 
ebenso unabhängig von 0. 

Mit Berücksichtigung der Zeiclien lautet der Salz il.iliin, 
dass für zwei feste Punkte F, G der Ellipse die Differenz FP — GP 
conslant und wenn = -j- « für P als einen Punkt im einen Ast 
der Hyperbel, so gleitli — a ist für P als einen Punkt iin an- 
dern Ast derselben. Für F und G als Sclieitel der Ellipse er- 
hallen wir die bekannte Brcniipunkts-Eigenschart der Hyperbel. 

Sind sodann F, G zwei Punkte in verschiedenen Aesten der 
Hyperbel, so ist die Summe FP GP constant und wenn sie 
die Scheitel der Hyperbel sind, so entstellt die clcmcnlaru 
Brcnnpunkts-Eigenschart der Ellipse. Liegen aber F, G end- 
lich in demselben Hypcrbelast, so ist die DilTercnz zwischen FP 
und GP constant und für das Zusammenfallen ini betrelTenden 
Scheitel entspringt einfach die Identität FP — FP = 0 und nicht 
eine neue planimetrische Eigenschaft der Ellipse. 

186. Die folgenden Bei.spiele mögen zur ferneren Erläuter- 
ung der entwickelten Principien dienen. 

Beispiel 1. Welches ist der Ort des nurclisclmittspiink- 
tes derjenigen Erzeugenden eines llyperliuloids, welclie sicli 
rechtwinklig durchschneiden? 

Da der Durclisclinitl einer mit der Ebene solclier Erzeugenden — 
einer Tangenlenebene — parallelen Ebene mit der Eladie eine glciclisei- 
lige Hyperbel ist, so gilt nach Art. 164. die Rclaliun 

{«"» — a'*) -f («"’ — a"’‘) = 0; 

und da nach Art. 161. das Quadrat des Radius veclor für den betrachteten 
Punkt durch 

„"2 ^ 4 . c"i — («"> — o'») — («"» — o"' 2 j 

ausgcdnlelil ist, so erkennen wir als den fraglichen Ort den DurdisehniU 
des Hyperboloids inil einer Kugel, für welche das Quadrat des Halh- 
mes.sers gleich a"^ -|“ 

Man .sieht, die Frage kann allgemeiner aufgefassl werden als ilie 
Frage nach den Tangenteiiehencn, deren parallele Centralsdinitle einem 
gegebenen Kegelsdinitl ähnlich sind; sic i'ihcrlrägl sich damit auf alle 
Flächen zweiten Orailcs, während sie zunächst nur auf die geradlinigen 
sich zu beziehen scheint. 

Dasselbe Resultat erhält mau durch folgende Schlüsse: Wenn zwei 
Erzeugende rechtwinklig zu einander sind, so bildet ihre Ebene mit den 
beiden durch je eine von ihnen mit der ihrem Durdischnittspunkt ent- 
sprechenden Normale hcstirnmlcn Ebenen ein System von drei zu einaiider 
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Jlcispicl 2. Man soll «Ion Orl ilcs DiircliscliniUs von drei 
'r.ingctileii einer Klhclic zwcilcn (irades licsiinuucn, welclic 
reell l Wink I i g 7 . u einander sind. (Art. 121, 8.) 

Wenn wir durch «, ß, y die von einer dieser Tangciilen mit den 
Nornialen des fragliclicn Punktes gelnldelen Winkel liezeichuen, so gelten, 
weil jede dieser Tangenten dem diircli den Punkt gellenden Tangcnten- 
kegel angehöiT, die drei Gleichungen 


cos* « , cos* ß . cos’ y 

fl * — fl* fl ’* — fl* * fl *’ — fl* 

cos* I r 08 * ß' , cos* y 

fl** — /I* fl*** — fl* "* fl**** — fl* 

cos* «** , cos* ^** I cos* y** 

fl * — fl* * fl*** — fl* I fl**** — fl* 



und wir linden durch Addition derselben 

fl*’ — n’ fl*** — fl’ a”** — ■ B* *^' 

Nun sind die Grössen o’® — «*, a"^ — a'"^ — die drei 

Wurzeln der cuhischen Gleichung des Art. 15S., welche nach Potenzen 
von A* geordnet die Form 

(i? - t — fl* _ 6* — c*) 

— {(6^-j- c^)a:®-[- (c*-)- o’)y*-f-(«*-l-ö*)j^ — bV — 

-|- -f" “l“ (rb'^z^ — a-b^c^ = 0 

erhSll. nie Bedingung für das Verschwinden der Summe der reciproken 
VV'ei'tlic der Wurzeln dieser Gleichung ist das Verschwinden des Coeffi- 
cicuten von A.*; somit ist durch ihn die Gleichung des fraglichen Urtes 
gegeben. 

Heispii'l 3. Iler Schnitt eines Ellipsoids durch die Tan- 
genlcncbcne des Asyiuptotenkegcls eines confocalen llyper- 
hnloids ist von coiistanter FISche. 

Nacli Art. 96. ist der Inhalt des Querschnitts uingckehrt propor- 
tional zu der auf die Tangentciielieiie gcnUlten Normalen p und wir haben 

/)* = a* co.s* a -)- b* cos* |S -J- c* cos** y. 

Ila aber die Norimile eine Seite des dem Asymptotciikcgcl des Hy- 
perboloids reciproken Kegels ist, so gilt auch die Ilelation 

0 = «** cos* n -|- b'* cos* ß -|- c'* cos* y, 
und cs ergiebt sicli also /z* = «* — «'*. 

Beispiel 5. Mau soll die hänge der vom Ccntruin auf die 
Polarcbciie des Punktes (a:', y, z) gefällten Normalen in 
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Function der Axen der confocalen Flächen aiisdrflckcn, welche 
durch dic.sen Punkt gehen. 

Man findet für n’’ — — n’ = A’, d'"^ — n’ = Ü 

1 ( 1 , >, 1 , 1 , 1,11 

p‘ «»iV« l a' A» ‘ c» h' ' A» ' P / ' 

187. Zwei Punkte, von denen je einer einem von 
zwei confocalen Ellipsniden angcliört, werden als cor- 
respondierende bezeichnet, wenn die Helationen 

a: .V 1/ y z Z 

7 “ 1 ’ 6 A- ’ C 


durch ihre Coordinaten erfüllt sind. 

Da nach dem im Art. 160. gefundenen Werthe 

j ^ _ 

(a* — {d^ — cd) 

die Grösse x’ : o* conslant hieiht, so lange d^, o"* unverändert 
sind, d. h. so lange der Punkt der Durchschiiiltslinie von zwei 
confocalen Hyperboloiden angehört, so erkennen wir, dass die 
Durchschnitlscurve von zwei confocalen Hyperboloiden ein 
System von confocalen Ellipsoiden in correspondieren- 
den Punkten schneidet. 

Und da die Hauptebenen als Grenzen dem System der confo- 
calcn Flächen angehören, so entsprechen Punkte der Haupt- 
ebenen, welche durch Gleichungen von der Form 


r-_ 

(,d~ cd 




a'J — c»’ 


Z = 0 


bestimmt sind, einem Punkte [x, y , z) der Fläche, und wenn 
speciell dieser Punkt selbst einer Hauptehene angehört, ist der 
entsprechende Punkt ein Punkt des in ihr gelegenen Focalkegcl- 
schnitts. 

188. Die Punkte der Ebene xy, welche den Durch- 
schnitten eines Ellipsoids mit einer Reihe von confoca- 
len Flächen entsprechen, bilden eine Reibe von con- 
focalen Kegelschnitten, für welche die den Kreispunk- 
ten entsprechend eil Punkte die gemeinschaftlichen 
Brennpunkte sind. 

Wenn wir zwischen den Gleichungen 


4-IL 4- 1- 

«2 ^ A’ ^ c* 
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die (iiössc eliminieren, so erhalten wir 
(«’ — c’) a-* (6* — c’) 

flV* + ’ 


so ilass die corresiioiidierenden Punkte durch die Relation 


T,"‘ 


l 


verhunden sind. Sie repräsentiert eine Ellipse für die Durch- 
schnitte mit llyi lerholoidcn mit einer Mantelfläche und eine Ily- 
]ierliel für die Dnrrhschnilte mit Hyperboloiden mit zwei Mantel- 
flärhen. 

Die t'.oordiiiaten der Kreisjiunkle sind 
- — b‘ 




0 . 


lind die der ihnen entsprechenden Punkte daher 


A'^ 


u"- - b\ y» = 0; 


sic sind also die Dreunpuiikte des Systems confocalcr KegelschniUe. 

Man repräsentiert zuweilen Ciirvcn, welche auf einem Ellip- 
soid verzeichnet sind, durch sogenannte eliiptische Coordi- 
naten, d. h. durch Gleichungen von der Form <P («', o") = 0, 
welche eine Relation zwischen den Axen der confocalen Hyper- 
hoioide ausdrücken, welche durch irgend einen Punkt der Curve 
hiudurchgehen. 

Da nun aus dem eben Entwickelten erkannt wird, dass a 
die lialbe Summe und a’ die halbe Differenz der Entfernungen 
der den Punkten des Ortes correspondierenden Punkte von den- 
jenigen Punkten darstellen, welche den Kreispunkten correspon- 
dieren, so können wir aus der Gleichung («', a") = 0 eine 
Gleichung von der Form (P (p -)- p', p — p') == 0 bilden, und 
von ihr dann zu der Gleichung der Gurve ühergehen, welche in 
der llauptebcne dem gegebenen Orte auf der Fläche selbst ent- 
spricht. 

189. Wenn der Durchschnitt einer Kugel und eines 
Ellipsoids durch projicicrende Gerade, welche der 
kl einsten oder grössten Axe parallel sind, auf eine 
Ebene der Kreisschnitte projiciert wird, so ist die 
Projection ein Kreis. 

Man erkennt diesen Salz leicht als eine Folge des allgcmci- 
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nen Satzes: Wenn zwei Flächen zweiten Grades gemein- 
schaflliche Kreisschnitte haben, so hat jede durch 
ihre Schiiittcurve gehende Fläche zweiten Grades die- 
selben Kreisschnitte. Und dieser Salz geht ans der einfachen 
Bemerkung hervor, dass das Hesullat der Suhslitution z = O 
in die Gleichung U A- F = 0 einen Kreis repräsentieren muss, 
sobald dieselbe Substitulion die beiden Gleichungen lf = 0, F=() 
auf Kreisgleirhiingcn reduciert. 

Wir halten es aber für nützlirb, den hier ausgesprochenen 
speciellen Satz direct zu beweisen. Wir ttäblen als Axen die 
Axe der y, welche eine Gerade in der Ebene des Kreisscbniltes 
ist, und eine Normale zu ihr in dieser Ebene und behalten da- 
her die y unverändert, während das neue a;’ gleich dem alten 
wird. Aus der Gleichung der Ebene des Kreisschnittes 

gt — i/i 


•= . 


folgt das neue x* gleich 


: • _ 
fcJ 0* — 


* I** 2 ^ • 

b' — c‘ 

Da nun für die Durchschiiiltspunkte der Flächen 


«2 ‘ 




+ ^2=1. 


+ ,/ + z^= r’ 


die Gleichung 


— .2 - + 


y 


2 = r* — r2 


(x’ + y’) = r 


2 _ c2. 


«* ' 

gilt, so folgt durch Substitution des Wertbes von x^ 

&2 — c2 
6* 

was den Salz beweist 

Man wird bemerken, dass wir, um die Projection auf die 
Ebenen der Kreisschnitte zu erballen, y unverändert gelassen und 

2 

i . X* substituiert haben. 
a* — b‘ 

Um aber wie im letzten Art. den irgend einem Punkte der 
Fläche entsprechenden Punkt zu finden, war die Substitution 

«2 fi2 


c 

für x2 den Werth -i 





— j y 2 respective für x’ und iß zu vollziehen. 
Man siebt aber, dass die Quadrate der ersteren Coordinateu zu 
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denen der leUleren das cunstante Vcrliällniss 

liesilzen. Daher können «ir ans den Krpehnissen des letzten Ar- 
tikels nnniiltelhar schlicssen, dass die Prnjcclioii iles Dnrcli- 
sclinilts von z\tei rotil'ocalen Kläclicn /.»eiten Grades 
auf eitle K r e issc h n i Ile li en c der einen von ihnen ein 
K e g c I s r h n i 1 1 ist, der die e n l s |> r e e h e n d e n D r o j e c l i o n c n 
der Kreisiinnktc zn Krennpniikten hat; und rerner, dass 
für jede durch ihre Gleiehnng 'h (</, «") = 0 gegeheiie Gurvc 
auf dein Dlli|isoid die algehrai.srhe Gleiehnng ihrer I’rojection 
auf die Ehenc der kreisschnitte ahgeleilel »erden kann. 

19<). Die Entfernung z»cier Dunk te, von denen je 
einer auf einem von zwei coiifocalcn Ellipsoiden liegt, 
ist der Elnlfernung der ihnen entsjirccheiidcn Punkte 
gleich. 

Wir haben 

- X? + fy - Y^) + {z- Zf 

= + y’ + + -V’ + }•' + r - 2 (xX 4- y r+ iZ). 

und da nach Art. IGl. 

a-J -f yj 4- = «? 4- i'j -f ,V’4- }-=4-r = .4'-’4-5'2 4-G"> 
und für die entsprechenden Punkte 

^2 ^ J-'J _j_ 2-5 =^A^ + 4- C"\ a-'2 4- P 4- t'5 = „5 £-2 _|_ c"2 

ist, so ist die Summe der Quadrate der Cenlralslrahlen nach bei- 
den Piiiiklen für die zwei entsprechenden Punkte dieselbe Grösse; 
und das Theurern ist beniesen durch die »eitere Bemerkung, dass 
die Grössen j.V, yY, zZ respective gleich sind den andern 

• A C (i \l 

x'X', y'y', zZ! , »eil man hat A"' = - ‘ , x = ‘ , etc. Diess 

ft A 

von J. Jvory herrOhrende Theorem ist von Wichtigkeit in der 
Theorie der Attractionen. 

101. Um eine Eigenschaft derKl.ächen zweiten Gra- 
des zu erhallen, » eiche der Eigenschaft der Kegelschnitte 
analog wäre, nach der die Summe der F o c a I d i s t a ii z e n 
constaiit ist, gab Jacobi’^] dieser letzteren Eigenschaft 
den folgenden Ausdruck: Wenn man die beiden Endpunkte 
C, C der grossen Axe der Ellipse betrachtet, so vereinigt dieselbe 
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Relalinn p-|-p' = 2n, welche die Kiilferimiigeii von C iiml C 
von irgend einem l'unkte ihrer Verhindungslinie verknöpft, auch 
die Kiitfermingcn der Brennpunkte von irgend einem l’unkte der 
Ellipse. 

Wenn wir nun in analoger Weise im Haiiptschnil t 
des Ellipsoids die drei Punkte nehmen, welche in dem 
vorher (Art. 187.) auseinander gesetzten Sinne dreien 
Punkten der Focalellipse entsprechen, so vereinigt die- 
selbe itela^tion, welche zwischen den Entfernungen 
jener Punkte von einem heiiehigen Punkte ihrer Ebene 
statt find et, auch die Entfernungen der letztem Punkte 
von irgend einem Punkte der Fläche. In der That sind 
nach Art. 190. die Entfernungen der Punkte eines confocalen 
Kegelsehnills von einem Punkte der Fläche gleich den Entfer- 
nungen des diesem Letzteren entsprechenden Punktes der Haupt- 
ebene von den drei Punkten des Haiiptschnittes’'’). 

192. Wenn umgekehrt der Ort eines Punktes P zu be- 
stimmen wäre, dessen Entfernungen von drei festen 
Punkten Ä, Ü, C' nur durch dieselbe Helation ver- 
einigt sind, welche die Entfernungen der Eckpunkte 
B, C eines Urei eck s mit den Seiten a, 6, c von irgend 
einem Punkte D seiner Ebene verbindet, .so erhält inan, 
wenn q, q', q" Jene drei Entfermingen bezeichnen, nach Art. f>4. 


*) Durch geometrische ISetrachtungen hat Townsend gezeigt**) 
dass diese Eigenschaft nur den Punkten der modularen Eocalkegel- 
schnitte angehiirt. In der That sind, wie aus der Formet des Artikel 189. 
erhellt, die Punkte der Ehene y, welche irgend einem Piiiikte (*', y, r’) 
des Ellipsoids entsprechen, imaginär. 

Townsend leitet Jacobi’s Methode der Generation aus Mac- 
Cullagh'g Modular-Eigenschaft uh. Denn wenn man durch irgend einen 
Punkt der Fläche eine zu einem Kreisschnitt parallele Ebene legt, so 
schneidet dieselbe die den drei festen Focalpiinkten entsprechenden 
Dircctricen in einem Dreieck von unveränderlicher Grösse und Gestalt, 
nnd die Entfernungen des Punktes der Fläche von den lirennpunkten 
sind in einem constanten Vcrhältniss zu seinen Entfernungen von den 
Ecken dieses Dreiecks. Und man kann ein ähnliches Dreieck bilden, 
dessen .Seiten in bestimmtem Vcrhältniss verkleinert oder vergiössert 
sind, fiir welches die Entfernungen der Ecken vom Punkt {x, y, z') 
ihren Entfernungen von den Brennpunkten gleich sind. 


Achtes Kapitel, Art. 103. 
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ii‘ (e^— e"-;+4’ {e"‘—9’) (e''— c’(e''’— e*)(e''^— e'*) 

— — «^1 — 6* (c*-f-n‘ — 

= 0 ; 

iiml (li< (p'“ — p"-*), etc. als Fiinrtioiieii der Cuorüinaten nur vom 
ersten Grade sind, so ist der gesuchte Ort vom zweiten Grade. 

Gildet man also eine Pyramide P Ä B' Cf so, dass />.<, 
PB'=I)B, PC’— PC ist, so beschreibt P eine Fläche zweiter 
Ordnung. 

Indem man zeigt, dass diese Gleichung von der Form {/-j-£‘V=0 
ist, wo {/=() eine unendlich kleine Kugel hczeiclinel , welche 
einen solchen Punkt zum Gentrum hat, weist man nach, dass 
jene drei Punkte, von denen die Kiitrernnngen gemessen werden, 
Foralpunkte der Fläche zweiten Grades sind. Jener Nachweis 
ist gdfihrt, wenn das Resultat der Suhslitutiun p’ = 0 in die 
vorige Gleichung als in lineare Factoren zerfallend erkannt ist. 
Dasselbe ist 

«• (p’’ — c’) (p’'* — /(’) -|- (6’p* — (e"’ — p"’ "H b' — c*) = 0, 

und wenn wir p'® — q^—c^ = L, p"* — p^ — 1/^ — M setzen, so 
geht es in die Gestalt 

«■'/,.)/+ b‘L — c>M) [L — M) = y) 

oder 

b’‘L‘^ — 2bcL.V cos A + c‘M^ = 0 

über, wo A den Winkel des aus a, b, c gebildeten Dreiecks he- 
zeiclmel, welcher a gegenüherliegt. Diese Gleichung zerfällt in 
zwei imaginäre Factoren und beweist somit, dass der betrachtete 
Punkt zu den Focalpunklen der modularen Gattung gehört. 

So wie die Normale des Kegelschnitts den Winkel der 
Radien vectoren halbiert, so bestimmt sich die Normale im 
l’imkte P der Fläche im Anschluss an die vorige Erzeugung wie 
folgt: Wenn DA*, DB*, DC* die Repräsentanten dreier Gleich- 
gewicht haltender Kräfte in der Ebene sind und in PA', PB', PC 
<lie respectiven gleichen Kräfte wirken, so fällt die Normale in 
die Resultante derselben.’’) 

193. Der Ort der Rerührungspunkte paralleler 
Tangentenehenen einer Reihe von confocalen Flächen 
zweiten Grades ist eine Hyperbel. 

Wir nehmen an, dass o, ß, y die Richtungswinkel der ge- 
ineiuschaltlichen Normalen dieser Tangentenehenen hezcichneii und 


ä 



erkennen dann nach der Fnrniel 


= (Art. 80.) 


durch Subslilulion von r cos n' ror x. cic. und Anllöüiing für 
cos tt', dass die Kichtnngsrusinns des Itadins vcctor irgend eines 
Berfihrungs|innk(es durch 

a' cos a < 1 ® cos ß r- cos y 
rp ’ rp ’ rp 

dargeslcllt sind. Wenn wir dann nach Art. lö. die llichtungs- 
cosinns der Normale der Khcne des Itadins vcctor und der Nor- 
male der Tangenlencbene bilden, so erhallen wir rOr <f> als den 
vom Itadins vector mit dieser Normale gebildeten Winkel die.sel- 
ben in der Form 

(6^ — c*) cos ß cos y (c’ — n’) cos y cos « (n^ — ft’) cos a cos ß 
rp sin g> ’ rp sin <p ’ rp sin <p 

Der gemeinschartlicbe Nenner dieser Ansdrnckc repräsenlierl 
aber das Ooppellc des Inhalts des Prciecks, welches vom Itadins 
vector und jener Normale bestimmt wird; die doppelten lidialte 
der Projeclioncn dieses Ilreiecks auf die Coordinatenebenen sind 
daher durch 

(ft* — cos ß cos y, (c’ — o’) cos y cos a, (a’ — ft’) cos « cos /3 
ausgedrückt, und da diese Projectionen für ein System von con- 
focalen Flächen constanl sind, so ist für ein solches System so- 
wohl die Ebene dieses Dreiecks, als auch seine ('irü-sse conslant. 
W'enn also CM die Normale der bclrachlelcn Iteihe von Tangen- 
tenebenen lind PM das auf diese Linie von einem Kerührungs- 
piinkte P gefällte Perpendikel bezciebnen, so ist die Ebene und 
die Grüsse des Dreiecks CiVP unveränderlich und der Ort von P 
daher eine gleichseitige Hyperbel, für welche CM eine Asymp- 
tote ist. 

194. Wir schliessen endlich diesen Theorien die auf die Lehre 
von der Krümmung der Flächen zweiten Grades bezüg- 
lichen Hanplsätze an, als welche mit dem Gegenstand dieses Ka- 
pitels in vielseitigem Zusammenhang stehen. Die weitere Unter- 
suchung der Krümmung der Flächen behalten wir der allgemeinen 
Theorie der Flächen vor. 

Der Krümmungsradius eines Nur malschnilles in 
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einem l'iiiikle einer Fläche zweiten Grades ist durch 
«2 

ausgedrückt, wenn ß den der Spur des Scliniltes in 
P 

der T a II g c n t e n e b e n e p a r a 1 1 e 1 e n II a I b d u r c h m e s s e r und 
;> die Normale vom Centrum auf die Tangentenebene 
bezeichnet. 

Der Deweis des Salzes lässt sich durch die Methode des un- 
endlich Kleinen analog dem von dem entsprechenden Satze in der 
Theorie der Kegelsehnitlc rühren. (Vergl. „Kegelschn." Art. 265.) 

Seien P unil Q zwei l’unkte einer Fläche zweiten Grades 
und schneide eine durch Q gehende und der Tangentenebene in 
P parallele Ebene den Cenlralradius CP in R und die Normale 
in P in S, so ist der Itadiiis eines durch P und Q gehenden 

PQ‘ 

Kreises, der sein Centrum in PS hat, gleich 

^Venn nun der Punkt Q sich dom Punkte P iinhegrenzt nähert, 
so nähert sich QP der Grenze QJi, und wenn wir CP und den zu 
QR parallelen Ccntralradius durch n und ß bezeichnen und P' der 
andere Endpunkt des Durchmessers CP ist, so wird nach Art. 74. 


also 




ß-‘ : a ^ = 
2ß^ . PR 


QlP : PR . RP' (=2«' 


PR), 


und der Krümmungsradius = 


PS' 


Wenn aber vom Centrum die Normale CM auf die Tangcn- 
teiiebene gefällt ist, so ist das rechtwinklige Dreieck CMP dem 
Dreieck PRS ähnlich und man hat PR : PS = a : j>; der Krüm- 
ß^ a ß‘‘ 

imnigsradius ist also , wie zu beweisen war. 

a p p 

W'enn der durch P und Q gehende Kreis sein Cenlrum nicht 
in PS, sondern in einer andern Linie PS' hat, welclie mit PS 
einen Winkel ö bildet, so findet die einzige Veränderung statt, 

PQ‘ 

dass der Radius des Kreises gleich 2 ^ ^ ‘It'-'I* 


Q gehenden zur Tangenlenebene in P parallelen Ebene angehürt. 
Da nun PS = PS", cos 6 ist, .so ist der Radius der Krümmung 
PQ‘ 

= 5, oder der Werlh für den K rümmungsradius 


eines schiefen Schnittes ist das Product aus dem Krüm- 
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niungsgradiiis des durch PQ gehenden Norinalschnittcs 
in den Cosinus von 0 . 

195. Man kann diese Sätze auch analytisch leicht beweisen. 
Man weiss aus derTlieoric der Kegelschnitte (Art. 249.), dass für den 
Kegelschuill Ona,-’ -f- ^Oija- == 0 der Krnni- 

inungsradins ini Anfangspiinkt iler C.oordinaten = ist. Wenn 

«j2 

daher für diu Ebene xij als Tangentenehene die Gleichung einer 
Fläche zweiten Grades durcli 


«j„a;- + 2 <i,. 2 .Ty 4 -Oj. 2 r + 2a, .,a;; + 2a„yz + = 0 

gegeben ist, so sind die Krümninngsradienderden Ehencny=n,a-=0 

entsprechenden Schnitte re.spective = nnil — Und wenn 

“ii “n 

die Gleichung zu parallelen Axen durch das Centruin transforiniert 
wird, wobei die Glieder vom höchsten Grade unverändert hieihen, 
so wird sie 


«11^’ + 2a,ja:y n.,^y- + 2a^^xz + 2,3^1 + «33;’ = 

und die (Jnadrate der in den Axen der x und y gebildeten Ah- 
A A 

schnitte sind — , — ; die Krümmungsradien sind somit 
a,, Ojj 

den Quadraten der parallelen Halbdnrchmesser eines 
Centralschnitles proportional. Und da nach der Theorie 
der Kegelschnitte der Krümmungsradius dieses Schnittes, welcher 


die Normale der Tangentenehene enthält 




ist. so ist diess 


auch die Form des Ausdrucks für den Krümmungsradius jedes andern 
Schnittes. 


Man kann das nämliche Ergebniss aus der im Art. 174. ge- 
gebenen Gleichung der Fläche zweiten Grades ableiten, welche 
auf die Normale der Fläche und die Normalen der beiden durch 
den betrachteten Punkt gehenden confocalen Flächen bezogen ist, 
nämlich 

y\ , 2p xy 2/)"x; 1 ^ « 

— a'^'a^ — a"' p[a^ — a^) p[a^ — a"^)' p 

Die Krümmungsradien der den Ebenen i=0, i/=0 rcspective 
entsprechenden Schnitte sind durch die Ausdrücke 



P ’ P 


Salmon, anal. (Tdom. <L Baomes. 1. H. Aufl. 15 
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gegeben; ihre Zähler sind die Quadrate der Hulhaiten des Selinil- 
tes, den eine derTangenlencbene parallele Khene bcsliinint(Art. 1G4.). 

Die (ilcidiiing des Scbniltes, welcher einer unter dem Winkel 
5 gegen die Khene der y geneigten Khene entspricht, wird ge- 
bildet. indem man der Drehung der Konrdinalenaxen um den 
Winkel $ entsprechend für y und z respective y cos 9 — i sin 5, 
y sin 9 -f- t cos 6 snbstituierl, und dann z = 0 setzt. Man lindet 


den Koefficienten von y’ 

ß 


in der Korin 


cos* i 


+ 


sin* 6 




und den Krnininnngsradius also — in der folgenden 


1 / co.s* 9 , sin* 9 \ 

p \n* — «’* «* — «' V’ 


und kommt auf das vorige Krgrhniss zurück durch die Demerkiing, 
dass jener Coeflicient von y* das Quadrat des unter dem Winkel 9 
gegen die Axe der y geneigten Durchmessers des Centralschnit- 
tes ist. 


196. Aus dem im Art. 194. ausgesprochenen Gt'setze er- 
gicht sich, dass für jeden Punkt einer centralen Fläche 
zweiten Grades der Krümmungsradius eines Normal- 
schnittes ein Maximum und ein Minimum seines Wer- 
thes für Richtungen des Schnittes erhält, welche der 
grossen und kleinen Axe des Centralschnittes parallel 
sind, den eine der Tangentenebene parallele Ebene be- 
stimmt. 

Man nennt diesen Maximal- und Minimalwerth die llaupt- 
krüinmnngsradien für diesen Punkt und die Schnitte, zu wel- 
chen sie gehören, <lie Ilanptschnitte der Fläche in diesem 
Punkte. 

Es ergiebt sich aus Art. 163., dass jeder der Haupt- 
schnitte die Normale einer der beiden durch den Punkt 
gehenden confocalen Flächen enthält. 

In Folge dessen ist der Durchschnitt einer Fläche 
zweiten Grades mit einer ihr confocalen Fläche eine 
Cnrve, für welche die Tangente immer eine der Haupt- 
krüminiingsrichtungen der Fläche für den Berührungs- 
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punkl ist. Eine solche Curvc nennt man eine Krüm- 
iniiiigslinie der Fläche. 

In (lein Falle des Hyperboloids mit einer Manlcinächc ist der 
r.entrai.scbnitt eine Hyperbel und die Schnitte, deren Spuren in 
der Tangentenebene den Asymptoten dieser Hyperbel parallel sind, 
haben unendlich grosse Krümmungsradien, d. b. sie sind, wie wir 
schon wissen, gerade Linien. Beim Hindnrcbgeben durch einen 
dieser Schnitte wechselt der Krümmungsradius das Zeichen, d. h. 
die Richtung der Convcxitäl von Schnitten auf der einen Seite 
von einer dieser Linien ist derjenigen der Schnitte auf der andern 
Seite entgegengesetzt. 

197. Die zwei Hauptkrümmungscenlra sind die Pole 
der Tangen len ehe ne in Bezug auf die beiden durch 
den Berührungspunkt gehenden confocalen Flächen. 
(Vergl. „Kegelschn.“ Art. 265.) 

Denn diese Pole liegen nach Art. 167. in der Normale der 
Ebene und ihre Entfernungen von derselben 

- und - - -- - (Art. 168.) 


sind die Längen der Hauptkrümmimgsradien. 

Nach Art. 168. ergeben sich daher auch die Courdinaten 
der Cenlra der beiden Haiiplkrümmiingskreise, nämlich 


y = 


ft !/ 


_ ^ 

— 

ft'* ‘ ~ c"- • 

198. Wenn man für Jeden Punkt einer Fläche zwei- 
ten Grades die beiden Haiiptkrümmungscentra be- 
stimmt, so ist der Ort aller dieser Gentra eine Fläche 
mit zwei Mänteln, welche wir als die Fläche der Gen- 
tra bezeichnen wollen. Ihre Gleichung entwickeln wir im 
nächsten Kapitel. 

Die Natur ihrer Durchschnitte mit den Hanptebc- 
nen ist a priori leicht zu erkennen. Denn der eine der Haupt- 
krümmungsradien in einem Punkte des Haiipl.schnitts einer Fläche 
zweiten Grades ist der Krümmungsradius des Schnittes selbst 
und der Ort der entsprechenden Cenlra ist olfenbar die Evolute 
dieses Schnittes. ' 


y = 


A» • 
ft"V 


16 
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Der andere Krüiimuingsradius, welrlier einem Punkte des 
llaii|ilschnittes der xy enlsprifhl, ist. tvie sieh aus der Formel des 
c'^ 

Art. 194. ergieht, = — , weil r in jedem durrli die Axe der z 

gellenden SrlmiUe eine Axe ist. Dann sind narli den Formeln 
de.s Art, 197. die Cnordinaten des ents|ireehendeii Cenlrnms 

f h® — c‘ , 


a 


5 


a: , 




V> 


d. li. sie sind die Pule der Tangente des Hauplsclinittes im Punkte 
X , y in Bezug auf den entsprechenden Focalkegelsclinitt der 
Fläche. Der Ort der entsprechenden t'entra ist somit die Reci- 
proke des Hauptschnittes in Rezug auf den Focalkegelsclinitt, d. i. 

I '»V _ i 

Ihid der Schnitt der Fläche durch eine Haiiptehene, 
w elcher iiothwendig von der zwölften Ordnung ist, be- 
steht daher aus der Evolute eines Kegelschnitts, welche 
vom sechsten Grade ist, und einem, wie wir linden werden, 
dreifach zu zählenden Kegelschnitt, welcher eine Cus- 
pidallinic der Fläche ist. Der Schnitt, welcher der unend- 
lich entfernten Ebene entspricht, ist von derselben Natur wie die 
Schnitte in den llaiiptehenen. 

Es mag hinzugefügt werden, dass der Kegelschnitt die Evo- 
lute in vier Punkten berührt und sie überdiess in vier Punkten 
schneidet; sowie dass jene ersteren reell sind in der Ebene der 
grössteii und kleinsten Axe oder der Haiiptehene der Kreis- 
piinkle. 

199. Die Reciproke der Fläche der Centra ist eine 
Fläche vierter Ordnung. 

Die allgemeine Theorie der Krümmung der Flächen lehrt, 
dass die Tangentenehene zu jeder der durch (x', y, i ) gehenden 
confocalen Flächen auch eine Tangentenehene der Fläche der 
Centra ist. Die reciproken Werthe der von der Tangentenehene 
in den Axen hestiinmteii Ahschnitle sind 


die Relation 


I = 


■'T y y 

<i - /( ■ 


I 

a‘ b‘h"^ 


+ 




C*C 
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begründet dann zwischen i, n. S die ilclation 


(1= + + g) 

und die liclation 


giebt ebenso 


+ 


b"‘ 



(o’|2 + bW + cT — 1) = («^ - («’ + r + n: 

man erhält somit durch die Elimination von (a'* — ti"‘) die 
Gleichung^*) 

iV + V^ + f-)’ = 0 + l, + Q («’4’ + bW + - 1). 

welche die Behauptung bestätigt, indem man bemerkt, dass tj, ^ 
als Coordinaten der Reciprokalflächc zu betrachten sind; denn 
wenn ^ Koordinaten des in Bezug aui die Kugel 
x'^ -j- t/^ -j- z‘ = 1 

genommenen Pols der Tangentenebene bezeichnen, so ist 


+ y'i + = 1 


identisch mit der Gleichung der Tangentenebene und rj, I sind 
die reciproken Werthe diT von der Tangenlenebenc in den Axen 
gebildeten Abschnitte. 

2(10. Im Anschluss an die Betrachtung der Krümmuugslinien 
lässt sich aus der Theorie der confocalen E'lächen eine Gruppe 
von Sätzen ableiten, welche in anderer Weise als Jaco- 
bi’s von uns schon angerührter Satz die Gesetze von der 
Summe und Dirferenz der Radien vectoren und ver- 
wandte aus der Theorie der Kegelschnitte auf die Flä- 
chen zweiten Grades übertragen^''). 


Die Beweise dieser Sätze bilden leichte Anwendungen zu den 
vorigen Entwickelungen; sic werden ohne solche hier geordnet 
angeführt. 

Die beiden llauptnormalebenen in einem beliebigen 
Punkte einer Fläche zweiten Grades bestimmen in den 
Axen der Fläche Punktepaare einer Involution, deren 
Doppelpunkte gleichweit vom Centrum und für alle La- 
gen jenes Punktes constant sind, und die Normalen der 
Fläche in ihren Kreispunkten gehen durch diese Letz- 
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tercn. Sic wcnicn l''ocalccnlra der Fläclic genaiiiil und sind 
in der niitllcren Axe imaginär, in der grossen und kleinen reell. 

Man sieht, dass je zwei in einer Axe gelegene unter 
ihnen mit der Normale eines Punktes der Fläche zwei 
Fhencn hestinimen, welche mit den llaiiptnormalebenen 
dieses Punktes ein harmonisches liüschel bilden. Bei 
den nicht rentrischen Flächen geht die Ebene des zweiten k'ocal- 
centrums der Axe der Fläche parallel. 

Pa die llauptnormaicbenen eines Punkles auf ein- 
ander senkrecht sind, so halbieren sic die von den bei- 
den andern Ebenen des Büschels d. h. die von der Nor- 
male mit den Focaiccntren bestimmten gebildete n Winkel. 

Für alle Pimkte einer krüinmungslinie ist das Product aus 
den Abständen einer llauplnornialebcnc von zwei zusammengehöri- 
gen Focaiccntren constant. 

20] . Pie aus den Focalcentren beschriebenen Kugeln, welche 
durch die entsprechenden Kreispunkte der Fläche gehen und die- 
selbe in diesen berühren, werden als ihre Focalkugeln und 
speciell als conjiigiert bezeichnet, wenn ihre Centra derselben 
Axe angehören. Sie sind für das Ellipsoid und für das zweifache 
Hyperboloid reell. Pie Längen der Tangenten, die von einem 
beliebigen Punkte der Fläche an eine solche Kugel gezogen wer- 
den, hat man als die Focalstrahlen des bezüglichen Punk- 
tes benannt. 

Jeder Focalstrahl eines Punktes einer Fläche zwei- 
ten Grades ist gleich der Summe oder Differenz der zu- 
gehörigen llalbaxen der P'lächen, welche mit ihr con- 
focal sind und jenen Punkt enthalten. Und weiter; Für 
alle Punkte einer Krümmungslinic einer centrischen 
P'läche zweiten Grades ist die Summe oder die Differenz 
der von ihnen an zwei conjiigicrte Focalkugeln der 
F'lächc gehenden Focalstrahlen constant und der durch 
die Focaiccntra gehenden Axe der Fläche gleich, welche 
die Krümmungslinie bestimmt, je nachdem sie dem 
einen oder andern System der Krümmungslinien ange- 
hört. Und zwar ist speciell für die Punkte der von einem 
Ellipsoid mit einem zweifachen Hyperboloid bestimmten Krümmungs- 
linie 
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die DifTerenz der zu den inncrn Focalkugeln des Ellipsoids 
gehörigen Focalslrahlcn der reellen Axe des llyperholoids, 

die Suinrae der zu den äussern Focalkugeln des Ellipsoids 
gehörigen Focalslrahlcn der grossen imaginären Axu des Hyper- 
boloids gleich, 

und es ist die Summe der zu den innern Focalkugeln des 
Hyperboloids gehörigen Focalslrahlen gleich der grossen Axc des 
Ellipsoids, 

und die Summe der zu den äussern Focalkugeln des Hyper- 
boloids gehörigen Focalslrahlcn gleich der iiiilllcrn Axe des Ellip- 
soids. 

Ebenso isl für diu vom einfachen Hyperboloid mil dem Ellip- 
soid beslimnite Krümmungslinic die Summe der zu den innern 
Focalkugeln des Ellijtsoids gehörigen Focalslrahlen gleich der 
grossen reellen Axe des Hyperboloids; elc. 

Nennen «ir ferner die Polarebene eines Focaicciilrunis in 
Bezug auf die confocale Fläche, welche eine gegebene Krümmungs- 
linie bestimml, die Üireclorebene der Lelzleren, und den Quo- 
lienleli aus der Enlfcrnung der Focalcenlra vom Ceniruin durch 
die enlsprechende Halbaxe der confocalen Fläche ihre Excenlri- 
ciläl, so gilt der fernere Satz: Die Focalslrahlen der 

Punkte einer Krümmungslinie stehen zu ihren Ent- 
fernungen von der zugehörigen Dircctorebcne in einem 
conslanten der Excentricität der KrOmmungslinie glei- 
chen Verhältniss. 

Kurz: Je zwei sich schneidende Krümmungslinien 
einer Fläche zweiten Grades verhallen sich in Bezug 
auf drei Paare in den Axen symmetrisch gegen den 
Mittelpunkt gelegene reelle oder imaginäre Punkte 
ganz ähnlich, wie zwei sich schneidende confocale 
Kegelschnitte in Bezug auf ihre Brennpunkte. 
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IX. Kapitel. 


Vom (len Inviirianteu und Covariantcn .der Systeme 
zweiten Orades. 

202. Nach Art. 4(J. wird der Uebcrgang von einem geome- 
trischen System zu einem ihm |irojcclivischcn d. h. collineareii 
oder reciproken System durch die allgemeine lineare Snhstitution 
vollzogen, darum kann die Eiildecknng projeclivischer Eigen- 
schaften der geometrischen Figuren d. Ii. solcher Eigenschaften, 
welche allen projcctivischen Abbildern einer gegelienen Figur ge- 
ineiuschaftlich sind, auf die Entdeckung solcher Functionen der 
Ooefficienten und Veränderlichen ihrer Gleichungen gegründet 
werden, welche bei einer allgemeinen linearen Substitution un- 
verändert bleiben oder doch nur durch das Hinzutreten eines con- 
stanten Factors verändert werden, d. h. auf die Theorie der In- 
varianten, Covarianlen und Contravarianten im Sinne der neuern 
Algebra. Denken wir die Substitution als eine solche, welche 
einer Coordinatentransformation entspricht (Art. 40., Schluss), so 
liefern die bezüglichen Invarianten der Gleichung einer geometri- 
schen Figur individuelle Eigenschaften derselben. Wird eine 
Fläche zweiten Grades als fest oder absolut angesehen, so liefern 
die invariabelen Beziehungen der Rauniforinen zu ihr die Theorie 
der räumlichen Maassbestimmungen. (Vergl. ,,Kegelschn." 
Art. 366 f.)3«) 

Die projcctivischen Eigenschaften der Flächen zweiten Gra- 
des, die Beziehungen der Tangentialebene und Tangente, der har- 
monischen Pole, Polarebencn und Polarlinien (Art. 72 — 76.; früher 
59., 63.) fanden wir alle in ihrer analytischen Ausdrucksforin auf 
eine Function bezogen, die wir Discriminante nannten und die 
gleich Null gesetzt die Bedingung dafür gab, dass die Fläche 
zweiter Ordnung ein Kegel wird, oder für die Gleichung in den 
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Variabeleii dafür, dass die Fläche zweiter Klasse in eine ebene 
Furve degeneriert. Es ist aus dieser ihrer Bedeutung evident, 
dass sie eine Invariante ist, mau kann aber in Art. 345 . der 
„Kegelschnitte“ direct bewiesen Anden, dass die DLscriniinaiite 
der transformierten Gleichung zweiten Grades aus der Discrimi- 
nante der ursprünglichen erhalten wird, indem man sie mit dem 
Quadrate der Determinante der Substitution multiplicieii. An die 
nämliche Bedingung lässt sich die Entwickelung der Invarianten 
und Covarianten der Systeme von Flächen zweiten Grades knüpfen. 

Für JlV If = 0 als Gleichung ehies Büschels von Flächen 
zweiter Ordnung und mit 

+ . . . + 2n|.ja-,a:j + — 0, 

^ ^ it ^11 ^*22 li * 

V — + . . . + 2 a^x^X; -f = 0 , 

zf =: 2' + 0,1 Ojj «53 

ist die Discriminante des Büschels 


= 2 +(Aa, 

1 + "ii ) (^"22 + “’i-i) (^"33 + “33O 

(A04, + z/j,') 


Art,, 

+ a,^, An,, + 0,2', A«,3 + Art, 

11 + "1/ j 


1 ^«11 

+ «11 > A<« 4 j + «42 , AOjj + «43, A04 

11 + "m’ 

mit n,j = aji. 




Ihr Verschwinden liefert eine in A hiquadratische Gleichung 
zur Bestimmung der vier Werthe von A, denen die Kegelflächen 
des Büschels entsprechen, eine Gleichung, welche wir in der 
Form 

K'J + A-’e + A’<f> + Aö' + J = 0 

schreiben; durch Zerlegung der obigen Delerminante findet man 
ausser den schon gegebenen Werlhen von zf, zi' 

0—2.’+ «||0ojO33«4,' + -2^ + «Il’“22'*a3“u + ■^’i“ll'’22 

+ 2 + «h« 22 “ 33 ’"j|> 

0 2 Oj I «22 O33 Oj j + 2 4^ n|j022 O33 z/j I + 2^+ Oj j 0.2^233 zz j | 

+ 2 + fl,, (/jj 033«4| , 

<I> ^ 2 + f«,|'ll32'«33"|| + • 2 '+ "m’"22“33 "iI + ± "l/"22":l3«n 

+ 2 + a,,a22'o33'ai4 + -2^+ "lt"22 “33"lt + "ll''22"33 "^4 • 

Da die Werthe von A, welche die Gleichung AtA+ r=Ü 
zur Gleichung einer Kegelfläche machen, von dem Coordinalen- 
system unabhängig sind, auf welches U und (/' sich beziehen und 
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siih auch beim Uebergang zu einem projecliviseben System nicht 
ändern, so sind diese Coeificienten der Gleiriiung in A ebenso wie 
A, /{ Invarianten. Sic sind die simultanen Invarianten 
von V und Xf oder die Invarianten des Büschels. Die 
folgenden Beispiele ihrer Berechnung schliessen einige der am 
häungsteii vorkonimenden Fälle ein. 

Beispiel 1. Nach einer Rcnierkung des Art. 39. über die Verlegung 
des Einheilpunktes können die auf das geincinschaflliche Polquadrupel 
zweier Flächen zweilcn Grades bezogenen Gleichungen des Art. 146. iu 
die Form 

U : a,,ir,* + a„a:j’ + = 0, 

U' — x^‘ + Xj’ + + a;,’ = 0 

gebracht werden. Man erhält dann durch das Verschwinden aller Oy und 
Oy’ für verschiedenes i und j und die Gleichheit der «y mit Lins 

■^ — *11 *22 ®33 *34 • ^ ’ 

H — a,,aj2a,., -}- a22'',13*44 "t" ®33^44*ll ”l" ^44*n*'22' 

® ^ *11 + *22 + *3.1 + *41* 

< I > a|l®22 + *22*33 + *33*41 “I" *11*33 + *11 *41 + *22*44- 

Beispiel 2. Sei wie vorher If x^ -(- a;,® *^ 3 * 4" *^ 4 *» 

U = 0 aber die allgemeine Gleicliung, also 

^ == 1 * ^ == ^ **I 1 ^22 ^33 ®44* 

VVeun dann .4,,, . . . die den Elementen a,,, Ojj, ... der Deter- 

minante ^ entsprechenden Minoren (vgl. Art. 67.) oder die Elemente 
des adjungierten Systems sind, so hat man ö -fii “l"'^ 22 "f" •^.I 3 ~f‘-'^i 4 > 
^ ^ "11 + “22 + "33 + "41- 

Im allgemeinen E'alle, wenn v4),', -^12 ' • • . die Elemente des ad- 
jnngierten Systems von ef sind, haben diese Invarianten die Werthe 

S + ‘h2^n + “3s’4i 3 + "14'"^44 4- “«l-z’-^IZ + ^"t.l’'^I3 

+ + 2fl53',4j3 + 2«2,.4 jj 2ag,,43,, 

flu'^lt* + "l2‘^2l' + • • • 

In dem vorerwähnten Specialfall reducieren sich diese Ausdrücke 
wegen der Relationen a,,' = 1, a,/ = 0, Ju = 1 , j4^' = 0 in der 
angegeheneu Art. Die Determinanten von reducieren sich gleichfalls und 
geben 

("33“44 — “31’) + («44«11 — “14^) + ("u“22 ~ “12’) 

+ (“22“33 — «23*) + («1|«33 ~ «13*) + («22«44 ~ «24*)' 

Wäre U a,,.T,^ -(- » 22 ^ 2 ^ 4" * 33 *^ 3 * 4“ aggo: 4 ’=ü und 0'=0 
die allgemeine Gleichung, so erfahren die vorigen Werthe nur durch Ein- 
treten der gestrichenen Ooerficienten an Stelle der ungestrichenen und durch 
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Hlnzulreleu der Factoren a,i, . . .; . . . elc. Veränderungen. 

Es ist 

^ = *11 *22 *33 ^ ~ ^ «11 «22 '*33 “ll • 

8 Hi. fl|/ *22 *33 *14 “l" • • • ' ® = *ll"^ll "h *22'^22 "f" • • > 

<P Bll 822 (**33 ^*41 ®31 ”1" 

Beispiel 3. Sind ü = 0 und V’ — 0 die Gleichungen zweier Ku- 
geln, also respective 

^3 4. yZ + -3 _ = 0. (x-«)^+ (i, - - yf - e'’=0, 

.so erhält man fiir -f- /J’ -f- y') als das (juailrat ihrer Cenlral- 

distauz 

J = - A= — ,i\ 8 = i)J-3p2 — e'^ «'=/)* — ?’ -3p'*. 
«> == 2/)* — 3p’ — 3V*. 

Die biiiuadratische Gleichung zur Bestimmung von A erhält die spccielle 
Form 

+!)’{- — e’*) ^ - e’} = 0- 

B eispiel 4. Für 

£7 = ^ + 7! - 1. (*-«)*+(y— y)*— p’ 


d. i. Ellipsoid und Kugel erhält man 

^ = «= -.i,.{«H^*+y’-p*-{«’+h’+c’)}. 

8 ' = ^. + j! + f. - 1 - 9’ (r. + i + ?)• 

— (i + 4> + ?)• 

Das Verschwinden der lliscriminante von lU ü' — 0 gieht eine hi- 
qnadratische Gleichung, welche in der Form 

+ 




?!_ + = 1 + ?• 
6«-fä ^ c»-fi i 


darslcllhar ist. 

Beispiel 5. Für £7 = 0 als ein Paraholoid «,,x*-|-a22y*-|-2a34r=0 
und £7' = 0 als die Kugel des vorigen Beispiels wird 

— "ll'>22'’34*» ~ — 9"’ « 34 * (''ll"t''’33) + ^“ll'*23“3iy> 

©' = a,,o* «22^* -f- 2«3,y — («11 + «22) 9^ 

(P = «,,«22 (“* + — (»*) + 2(«11 + «22) « 31 / ““ “34* 

und die hiquadratische Gleichung erhält die Form 
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Beispiel 6. Iiii allgemeinen Falle Ul tler Werth von der fol- 
gcTidc : 

(“22®3.1 "23*) ("M "ll "l4*) ”f" "l3*) {"22"ll "21*) 

-f- (Oll"22 "l2*) (“33"ll ";ll *) “f" ("m“|1 "ii*)(“22"33 "23*) 

-f- ("22“44 — “2«*) ("ll "33 “13 *) “f" ("S3"4I "j4*) ("ll “22 "|2 *) 

-f- 2(n,j(Ij, 0|2"34) ("|3"24 "12 “31 ) “I" 2 ((Ii2<l34 "23“l4) (“|2"3I "23“l4 ) 

-}- 2(nj3ai| "|3“2|) ("23"m "|3"2|) "I" ^ ("24“l2 "n"22) ("l4 “3:i “.34 "iS ) 

-j- 2(n3jaj3 "l4"33) {“21 "11 “11 “12) “I“ ^ (“u“l3 “s4“l|) (“3I “22 “24 "2,3 ) 

-f- njjOjj) («14033 "3i“i3) “I“ ■ • 

-f- '^("23«44 “24“34) (“l3“l2 "ll"2s) “t" ^ (“l3“44 "3l“l4) (“|2 “23 “22 “l3 ) 

"h ^("|2"41 “|4“24) (“23 “l3 “33 "l2 ) “f" ^ (“23 “4 4 “2I “ai ) (“l3"l2 “ll“23) 

-|" • • 

Die Invariante 0 ist also eine Function derselben Grössen, die in Art. 

• 80. in der Bedingung der Bcrölining einer Geraden mit einer Flöclie iwci- 
len Grades aurgelrcten sind. 

Diese Bedingung ist eine <|uadralisclie Function der sechs Goordina- 
ten der Geraden und rvenn wir die Coenicieiiten iler Quadrate der Coor- 
dinaten in ihr durch c,,, . . 


„u und die der Doppclproducte dersel- 
henden Coef- 
ü durch Bei- 


hen durch Cjj, e,j bezeichnen, und die entsprechenden Coef- 


ficienlen in der analogen Bedingung für die FISche U' ' 
fflgung des Striches unterscheiden, so ist 0 gleich 

‘■||‘'||’ + ‘■|/'’jl + “22 “m’ + “22^55 + “33'’«g’ + “33’“S6 + . 

Han kann auch die Discriminante als Function derselben Grössen 
schreiben und erhitlt 


3z/ = f,,C4, -f Cjjrjj 4- f33<’66 + ‘■ 11 *+ “aa* + “ 36 * + 

"i" ■^'’lst’ai ^‘-’ia'-lb “I“ “^“|b“34 “f“ '^“■23“s6 "t" 2“2fc“35*')’ 

Beispiel 7. Die Wurzeln der bii|uadratischen Gleichung in A cntschei- 
ilen allgemein über die Natur und Itealitlit der gemeinsamen Cnrve der 
Flächen ü = 0, V’ = 0. liier eine Uebersieht der Fälle. Wenn die 
Wurzeln .s.1niintlich verschieden sind, so hat man, falls sie alle reell sind, 
entweder vier reelle oder nur zwei reelle Kegel und im letztem Falle na-' 
türlich keine reelle Gurvc; falls nur zwei von ihnen reell sind, eine reelle 
Ciirve mit zwei reellen doppeltprojicicrenden Kegeln ; falls keine reell ist, 
eine relle Curve ohne reelle Kegel. Sind zwei der Wurzeln gleich und 
entspricht iler Doppelwurzel ein eigentlicher Kegel, so hat die gemein- 
.same Gurvc der Flächen einen Doppelpunkt; entspricht ihr ein Kheiienpaar, 
so bestellt die gemeinsame Gurvc aus zwei Kegelschnitten und zeigt zwei 
Doppelpunkte, deren Verbindungslinie den Flächen nicht angehört. 

Bei drei gleichen Wurzeln und einem eigentlichen Kegel als der drei- 
fachen Wurzel entsprechend, erhrdt man eine Gurvc vierter Ordnung mit 
stationärem Punkt (vergl. Art. 206.); entspricht ihr ein Fbenenpaar, so 
zerfällt sic in zwei ebene Gurven, die sich in einem Punkte berOhren; und 
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fallen diese El>euen zusanimeii, so sind die Pläciien einander naoli einem 
KegelscbniU umsclirielien. 

Sind zwei 1‘aare gleicher Wurzeln vurlianden und eHt.s[)reeheii den- 
sellien cigeniliche Kegel, so zerralll die Cnrve in eine (lurve dritter üril- 
nung lind eine (ierade; in den beiden Scliniltpnnklen derscllien berfdircn 
sieb die Flachen; ist einer jener Kegel ein Fbenenpaar, so zerfällt die 
Cnrve in zwei ebene Cnrven, deren eine aus zwei Geraden besteht ; die 
Flächen berfibren sich in drei I'nnkten; zerfallen beide Kegel, so bestellt 
die Ciirvc ans den vier Seiten eines windsclnefen Vierecks. 

Endlich enlsprecbeii der Glcicbbeit aller vier Wurzeln folgende Spe- 
eialitäten; B«m einem eigenllieben Kegel das Zerfallen in eine Cnrve drit- 
ter Ordnung und eine sie berilbrende Gerade ; bei einem Ebenenpaar ent- 
weder in zwei Gerade und einen Kegelschnitt, welcher durch den Schnitt- 
punkt derselben hindurchgeht, oder in drei Gerade, von denen zwei die 
dritte schneiden; bei einer lloppelebenc in zwei Gerade, bängs deren die 
Flachen sich berübien. 

Die dem Auftreten der WertheO und:» unter den Wurzeln entspre- 
chenden Specialitäten erkennt man leicht, wenn man bemerkt, dass eine 
Wurzel 0 die erste Fläche und eine Wurzele» die zweite Fläche als Kegel 
erfordert.’’) 

203. Man soll die gcomelrisclie Itedeiiliing der Bedingung 
© = 0 und die der Bedingung (f> = 0 entwickeln. 

Aus dein Beisp. 2. des vorigen Art. ergiebl sicli, dass für die 
Beziehung mit das genieinsaine sich seihst conjugicrie Tetraeder 
(I. h. das Fnndamenlaltelrader als ein in Bezug auf V = 0 sich 
selbst conjugierlcs oder ein On‘'"lf"|"’l hannonisrher Pole von U 

© = 03a“4i"ii'*z/ + «4i'’tl''-.'2"aa’ + "ii“2i"aa"4i 

ist und diess verschwindet für das gleichzeitige Verschwinden der 
z(,/; d. h.; Die Invariante 0 ist Null, wenn der Flache 
V' =0 ein Tetraeder eingesclirieben werden kann, 
welches in Bezug auf U = 0 sich seihst conjugiert ist. 

ln gleicher Art erkennen wir, dass 0’ verschwindet, wenn 
die Au' verschwinden, und da Au' = 0 die Bedingung ist, unter 
welcher die Ebene xi = 0 die Fläche V = Q berührt, so 
verschwindet©', sobald der Fläche U' = 0 ein Tetrae- 
der unigeschrieben werden kann, welches in Bezug auf 
V — 0 sich selbst conjugiert ist. Nach dein Vorigen ist 
aber 0' = 0 zugleich die Bedingung, unter welcher der Fläche 
y = 0 ein in Bezug auf i7'=0 sich selbst conjugiertes Tetrae- 
der eingeschrieben werden kann; inan erkennt also auch, dass 
aus der einen dieser Beziehungen die andere folgt. 

Die Invariante 1z ist gleich Null, wenn die säuimt- 
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liehen Kanten eines Tetraeders, das in Bezug auf die 
eine Fläche sich seihst conjugiert ist, die andere 
Fläche herühren. 

Beispiel 1. Din Eiken von zwei in Being aiif iliescllic Fläche zwei- 
ten Ondes sich seihst cunjiigiertcn Tctraeilern hihlcn ein System von acht 
Punkten, durch dessen lelzlen jede Fläche zweiten Grades geht, die die 
sielicn ührigen enthält. 

Denn für eine Fläclie zweiten Grades durcli die vier Ecken des einen 
Tetraeders und drei Ecken des zweiten, welches wir als Fundanientalle- 
traeder denken, ist nach Art. 202, 2. nolliwcndig ö'=Ooder a,| -|- a^, 
“33 “t" Fläclie die Ecken des ersten Tetraeders ent- 

h.ilt und da wegen der Lage von drei Ecken des zweiten in der Fläche 
0|i = 0, Ojj ■= 0. 033=0 ist, so wird auch 0,3 = 0, d. h. die vierte 
Ecke des zweiten Tetraeders liegt auch in der Fläche. 

Man beweist in derselben Art den rcci|iroken Salz, dass eine Fläclie 
zweiten Grades, welclie sichen der Tetraederlläclien zu Tangentialelicncn 
lial, aucli die aclitc Fläclie berühren muss. 

Beispiel 2. Für jede einem sich seihst conjugierten Tetraeder umge- 
schriehene Kugel ist die Länge der vom Mittelpunkt der Fläche an sie 
gellenden Tangente die gleiche. Denn nach Art. 202, 4. giebt die Bedin- 
gung 9 = 0 für das Onadrat der fraglichen Tangente o^-(- 
den Werth o* -|- 6^ -f- c’. (Vergl. „Kegelschn.“ Art. .351, 2.) 

Nach diesem Werthe können wir den Satz auch so aussprechen: Alle 
durch Piinktquadrupel harmonischer Pole einer Fläche zweiten Grades he- 
stimmten Kugeln sind zu derjenigen Kugel orthogonal, von deren Punkten 
aus je drei zu einanderrechtwinkligeTangentialebenen an die Fläche gehen. 
(Art. 93.) 

.t:’ «• *’ 

Beispiel 3. Wenn für ein Hyperboloid = I die 

Belation ~ “l" “I" ~ erfüllt ist, so liegt das Cenirum der 

von einem Quadrupel harmonischer Polarebenen berührten Kugel stets in 
der Fläche. Diess folgt aus der Bedingung 0' = 0 in Art. 202, 4. 

Beispiel 4. Der Ort des .Mittel|iunktes der durch ein Quadrupel har- 
nionischer Pole eines Parahohiids hindurchgehenden Kugel ist eine Ebene. 
(Art. 202. Beisp. 5.) 

Beispiele. Wenn von zwei Kugeln die eine die Kanten eines Tetrae- 
ders säinnitlich berührt, welches in Bezug auf die andere sich selbst con- 
jugiert ist, so ist die Summe der Qimdrate ihrer Radien gleich zwei Drittel 
des Quadrats ihrer Gentraldistanz. (Art. 202, Beisp. 3.) 

204. Man bestimme die Bedingung, unter welcher 
zwei Flächen zweiten Grades U = 0 und V' = 0 ein- 
ander lierfi liren. 

Wie im Fall der Kegelschnitte (vergl.. „Kegelschn." Art. 348.) 
hat die durch das Verschwinden der Discriminante gebildete 
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Gleichung des Art. 202. ini Falle der Fterüliniiig der Flächen zwei 
gleiche Wurzeln. Denn für den Anfangspunkt im Berührungs- 
punkt und die Taugenlialehetic als Cuordinalenehenc : = 0 haben 
wir für beide Flächen zweiter Ordnung «,,=0, «,^=0, n,,=0: 
lind weil durch Substitution dieser Werllie die lliscriniiiianle des 
Art. 67. sich auf 054 '* ("ij’ — "11 " 22 ) rediiciert, so wird die er- 
wähnte biquadratische (ilcichiing 

+ {{^« 12 + «I2T — (^"11 + "11') (^«22 + «22')} = 

eine (ileichung mit zwei gleichen Wurzeln. Die fragliche Bedin- 
gung wird daher gebildet, indem man die Discriminante der bi- 
quadratischen Gleichung des Art. 202. gleich Null setzt. 

Beispiel 1 . Hie Bedingung der licrübruiig von zwei Kugeln zu linden. 
Die Gleiclinng des Art. 202, heisp. 3. hat immer zwei gleiche Wurzeln 
A = — 1 ; .sie zeigen den iineiidlich fernen gemeinsamen eheiieii Qiier- 
schiiitt wieder an, in welchem nach Art. 137. eine doppelte Deriihriing 
staltfindet. 

Die Bedingung für eine Berührung der beiden Kugeln im endlichen 
Raume liefert die Discriminante des zweiten quadratischen Factors der 
lileichuiig in A; sic ist 

{D‘‘ — p’ — = 4p- p'* d. h. /) = p + p'. 

Im Allgemeinen hat, wie .schon bemerkt, die biquadratische Gleichung 
in A zwei Paar gleiche Wurzeln, wenn beide Fl.ächen eine gemeinsame Er- 
zeugende besitzen; sic enLsprcclien den Doppclebeiicn der beiden projccli- 
vischen Ehencnhüsclicl, welche die Tangentialebenen der Fbäclien in den 
Punkten dieser Erzeugenden nach Art. 111., 116. bilden. 

Beispiel 2. Man soll den Ort des Centrums für eine Kugel von ton- 
stantem Radius bestimmen, welche eine Fläalie zweiten Grades herührt. 

Die durch Vergleichung der Discriminante der biquadratischen Gleich- 
ung des Art. 202, Beisp. 4. mit Null erhaltene Gleichung ist in x, y, : 
— wenn wir diese an Stelle der a, ß, y setzen — vom zwölften Grade. 
Wenn wir in ihr p = 0 machen, so reducierl sie sich auf das Product 
aus dem Quadrat der Gleichung der Fläche in eine Gleichung vom achten 
Grade, deren Bedeutung wir weiterhin erkennen wcnlen. (Vcrgl. Art. 221.) 

Das hier betrachtete Problem ist mit <lcm von der Bestimmung iler 
Gleichung derParallelHäche zur Fliehe zweiten Grades identisch, d. h. des 
Ortes von Punkten, die man durch Abtragen der constanlen hinge p auf 
alle Normalen der Fliehe von ihren Fusspunklen aus erhält. (Vcrgl. „Ke- 
gelschnitte“ Art. 348, 2.) 

Betrachtet man die Gleichung de.s Problems als eine Gleichung sechs- 
ten Grades in p^, so gieht sie die hängen der sechs Normalen, welche vom 
Punkte X, y, z aus an die Fliehe gehen. 

Um die Gleichung des Querschnitts der Parallcllläche mit einer der 
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Ilau|ilelieneii r.» tinili'ti, licmilzcn wir das Piiiid|i, wornacli die Üiscrinii- 
iiaiite des algcliraisclieii Ausdrucks von der Furiii (i — a) <jt> (i) iti Bezug 
auf il die Form eines l’rodutls von [(jn (A)]" mit der Miscriuiinaiite von 
qr[i.) hallen muss. (Vergl. „Vorlesungen“ Art. 67.) Die hiquadratische 
(ileicliung mil : — () giehl dann als IMscrimiiianle von 

+ '■) I4 -l + /. + 1I “ ’ ~ 

den dn|i|iellz3lilenden Kegelselinill 


der also eine llop|ieli:urve der Fläche ist, verhunden mil der durch die 
Discriininante der iimerhalh der Klammern stehenden Function darge.stell- 
ten Ourve, der l’arallelcurve des hezüglichen llau|itschiiittes der FIriche 
zweiten (iradcs, die von der achten Urdiinng ist. Sie ist die Knvelo|i|ie 
eines Systems von Kegelschnitten, deren jeder sie in den vierlhinktun lie- 
rührt, wo sie den ilurch das l'illercutial ihrer (•ieichung in A dargestellten 
Kegelschnitt 

< -f - = 0 

{o -t- i;« ^ + ly A‘ 

schneidet; da jimer Do|i|ielkegelschnitt dem System für A = — c ange- 
hörl, .so herührt auch er die Curve achter Orilnung in vier Punkten. (Vergi. 
Bd. ii, Art. 247.) 

Heispiel 3. Die Gleichung der Parallellläche eines Parahuloitis wird 
in gleicherweise gehildet, indem man die üiscriminante der liiquadrali- 
schen Gleichung in Art. 202,5. gleich Null setzt. Das Besultat stellt eine 
FIfiche zehnter Ordnung dar, welche sich für p = 0 auf tias zweifach 
zähiende Paraholoid und einen Ort sechsten Grades reduciert. (Vergi. Art. 
222.) Die Gleichung ist in g- vom filnften Grade und zeigt also, dass nur 
fünf Normalen von einem Punkte an die Fiäche gehen. Man zeigt wie vor- 
hin, dass ihr 0»cr.schniIt mit jeder iiauptschniUehene aus der doppellzäh- 
ienden iiauptschniltparahel und der Parallelcurve derselhen besieht. 

2(1.5. Wenn zwei FKicheii einander berühren, so ist 
der Uerrihrungspiinkl ein Doppelpunkt in ihrer Durch- 
ilringiingsciirve. Zwei Fläclien von den Ordnungen m und n 
diirciisclinciden einander in einer Curve von der Ordnung mn, 
d. h. einer Curve, die von einer Eiiene in mn Punkten geschnit- 
ten wird, ln jedem Punkt dieser Curve gielit es eine einzige 
Tangente, nämlicii die Diirchschniltslinic der Tangentialebenen 
beider Flächen in diesem Punkt. Denn jede diircli diese Gerade 
gellende F.bene sclineidet beide Flächen in Ciirven, die einander 
in ihr berühren und geht daher durch zwei ziisainmeDfallende 
Punkte der Durclidringimgscurve. 
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Wenn aber die Flächen sich herfihren, so sclincidel jed e 
durcli den Deröhrungspunkt gehende Khene die Flächen in zwei 
sich berrihrenden Ciirven und jede solche Ebene geht daher durch 
zwei zusammen Tallende Punkte der nnrrbdringuiigscurve. Her 
Bertihrungspiiiikt ist .somit ein Duppelpuqkl in derj)urrhdringungs- 
ciirve. Und es giebt wie für ebene Curven zwei Tangenten der 
Unrve im Uoppelpunkl; denn es giebt in der gemeinscbafllicben 
Tangentialebene der Flächen zwei Gerade durch den Ilerübrnng.s- 
punkt, so dass jede Ebene, welche eine derselben enthält, die 
Fläciien in Curven schneidet, die mit einander drei znsaminen- 
fallcnde Punkte gemein haben. 

Nehmen wir die Tangentialebene zur Ebene der xy und sind 
die Gleichungen der Flächen 

I -f- a,i a;* -f- 2a, j xy -j- a^, y‘ -f- etc. = 0, 

I -f" -j- 2a^./xy -j- a^^y- -}■ etc. — 0, 

so schneidet eine Ebene y = fix sic in Curven, die sich nach 
Art. 248. der „Kegelschn.“ osculieren, wenn 

"ii + = a,,' + 2o,._.> + fljjV"' 

ist, so dass die beiden fraglichen Geraden durch die Gleichung 
("li — «ll') ar’ + 2 («„ — n,j') xy -j- {a.^., — t/ = 0 
bestimmt sind. Fm 2. Bande dieses Werkes beweisen wir genau 
so wie in Art. 3C., .37. der ..ilöli. Curven“, dass für 
-f- -f“ -f" = 0 

als dre Gleichung der Fläche der Anfangspunkt der Fläche ange- 
hürt und dass die Ebene = 0 alle die Geraden enthält, die 
in ihm die Fläche in zwei auf einander folgenden Punkten schnei- 
den; dass aber ferner, wenn u<‘> identisch Null ist. die Fläche 
den Anfangspunkt zum Doppelpunkt hat, während die Kegellläche 
u^’‘> = 0 alle die Geraden enthält, weiche die Fläche in drei auf 
einander folgenden Punkten schneiden. 

Wenn wir in dem hier betrachteten Falle die Gleichung der 
einen von der Gleichung der andern Fläche abzichen, so erhal- 
ten wir die Gleichung einer durch die Sclinittcurvc beider geben- 
den F'läcbe 

("il — "itV’ + 2(a„ — a,j') xy -f (uj., — a.,j') y- -f etc. = 0. 
in der der Anfangspunkt ein Doppelpunkt ist und die von den 
beiden vorher gefundenen Geraden in drei aufeinanderfolgenden 
Punkten ge.srbnitten wird. 

S«lmon, an»l. d. RaQra«>s. I. 2. Aufl. 
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206. Wenn diese Geraden zusaminenrallen, so ist der Dop- 
))elpiinkt insbesondere eine Spitze oder ein stationärer Punkt 
(rcrgl. „Ilöli. Curven“ Art. 38., III) in der Durdidringiiiigscurve und 
wir wollen die Berülining der Flächen in diesem Falle als sta- 
tionäre ßerührung bezeichnen. Die Bedingung, unter welcher 
dieselbe eintritt, ist hei der im vorigen Art. vorausgesetzten Lage 
der Coordinatenaxen 

{«,, flji ) (ojj Ojj ) «= (ö,j «12 y. 

Wenn diese Bedingung aber erfüllt ist, so hat die hiquadra- 
tische Gleichung für J. im Art. 202., für welche hei den hier 
vorausgesetzten Gleirhungsformen überdiess «34 = a.^^ ist, drei 
ihrer Wurzeln gleich — 1 ; d. h. drei der doppelt-projicirenden 
Kegel zweiten Grades der Durrhdringungscurvc sind vereinigt, ana- 
log der Vereinigung der drei Linieiipaare im Kegelschnitthüschel 
im Falle der Osculatlon. („Kegelschnitte“ Art. 246, f.) Die Be- 
dingungen der stationären Berührung werden also gebildet als die 
Bedingungen, unter welchen die bupiadratische Gleichung der Dis- 
criminante drei gleiche Wurzeln hat, d. h. sie sind S = 0, T = U, 
für S und T als die beiden Invarianten einer biquadratischen Form. 
(Vergl. ^ 4,2 und iu Art. 340. der „Kegelschn.“) 

Dadurch verbindet sich die Theorie der Hauptkrümmungs- 
radien und der bezüglichen Centra für Flächen zweiten Grades 
mit diesen Untersuchungen. Eine Kugel aus einem Funkte der 
Fiächennormale durch den Fusspunkt derselben berührt die Fläche 
mmer, aber sie berührt dieselbe insbesondere stationär, w'enn 
ihr Radius einem der beiden bezüglichen Hauptkrümmungshalb- 
messer gleich ist. Machen wir die Tangentenehene zur Ebene xy 
und die beiden Richtungen der grössten und der kleinsten Krüm- 
mung [Art. 196.) zu Axen x und y, so erscheint das Glied xy 
nicht in der Gleichung, da diese Richtungen die Richtungen der 
Axen der zu xy parallelen Schnitte sind; die Gleichung ist also 
von der Form z -}- «na,’’ -(- « 22 ^^ “f" ~ Nach dem Vor- 

hergehenden hat aber eine Kugel z X {x^ -f- y* -j- j*) = 0 eine 
stationäre Bezeichnung mit dieser Fläche wegen 0,2 = «, 2 ' = 0, 
wenn {X — a,,) (1 — a^,^) = 0, also entweder l==a|, oder 1=022 
ist. Für y = 0 ist der Kreis 2 -|- o,, (x’ -{- z*) = 0 osculierend 
zu dem Schnitt 2 -)- o,,x^ -f- . . . = 0 und für x = 0 der Kreis 
^ + “22 (y^ -j- 2 ^) = 0 osculierend zu 2 -(- a^^y'^ -|- . . . = 0. 

207. Wenn man nun, um die Gleichung der Fläche 
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der Centra zu bilden, für die biquadratische Gleichung im Bei- 
spiel 4. des Art. 202. die lavariaiitcngleicbuiigcn S == 0, 7 = 0 
aufstellt, so verbinden diese die Coordinaten a, ß, y des Krüin- 
inungscentrunis eines Ilauptschnittes mit dem Krümmungsradius 
Q desselben; die eine dieser Gleichungen ist quadratisch, die an- 
dere cubiscb in und die Elimination von zwischen beiden 
gieht die Gleichung des Ortes der Krümmungscentra aller Ilaupt- 
schnitte. Das Brohlem kann auch so ausgedrückt werden; Für 
IT = 0 und ü' = 0 als zwei algebraische Gleichungen von glei- 
chem Grade und k als einen veränderlichen Parameter kann die- 
ser letztere immer so bestimmt werden, dass die Gleichung 
V -f- A-(7' =■ 0 zwei gleiche Wurzeln hat; cs ist aber nicht mög- 
lich k so zu bestimmen, dass dieselbe Gleichung drei gleiche 
Wurzeln hat, so lange nicht eine gewisse invariable Relation zwi- 
schen den Coefflcienlen von U und denen von 1/ besieht. Das 
gegenwärtige Problem fordert die Bestimmung einer solchen in- 
varianten Relation, denn es verlangt die Bedingung zu finden, 
unter welcher es möglich ist, k so zu bestimmen, dass die in l 
biquadratische Gleichung 


_| 


+ 



= 1 + 




drei gleiche Wurzeln habe. 

Im Folgenden sind die Hauptglieder des Resultats angegeben, 
aus denen alle andern durch Symmetrie hervorgehen, mit der 
Abkürzung 6’ — c* = o, c’ — — ß, — b'^ ^ y und Er- 

setzung von ax, by, cz durch x, y, z respective; 

+ 3(a* -f /32) + 3(«< + .3 «2/32 + ß*} 

-j- 3 (b® -|- 6«’^* -|- 3o^y^ -|- 3a^ß* -^ß^y"^ — 21 x^y*z^ 

~\-9{a*ß'^ -\-ß*a'^-^ ß*y‘‘-\-ß^y* -\-y*a'‘-\-y'^a* — \.Aa^ß'^y‘^)x*y^z* 

— 3 + yä) o'a:'“ — 3 [2ß* + S/J^V + 3^^o" — 7 y’«^) „4^Sy-i 

— 3 f/3“ -I- 6 -f ißY + ?>ß‘a* -f o — 2 1 a-^ßY) «'‘xY 

-|-3| 14(o^j3^-j-a^jS^-|-|3*y*-f-j3y-|-y^o^-f-y''*o*)-l-20a'^^y 
-f 3 |4y"-7y* 198y (a2-F/j2)-f42«</S< } x'y'z^ 

-f3(jS^-f 3^V* + )'^)“V 

-f 3 (^' -f OßY + 3|S*«2 3(J2y 4 _|_ 4 _ 2 1 „Zßiyi) „ 4^6y2 

4- 9 (»Y + aY + ßY + ßY + y'“'“ + y — ii«'‘ß‘Y] 

-3 /4o®-7«®{/S*-|-y‘^) 1 98a^j3’y*+«8«-‘^Vi/3^-f y’'‘H-42(J'y ' } «‘‘xYz’ 
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— (|3'i_|_y6_|_ 9 (3y _f_ ()ßY^ „r.^r, 

— 3 (y«+ + 3 7 + 3yY + «''/j ' — 2 1 a^ßY) a*ß‘‘x*y^ 

+ 3{ 14(«^2y„2^< H-|S^y’+ ßY + 7^«'^+ 7'^«‘) + 20«’/i»7-’ y^ßY^V-'‘ 
+ 3l/J^-(-3^y-j-7')a®^yx^+3;27*-j-37V--}-37^^* — 7a''ß-)i»*ß*yVy' 

— 3(ß^ + 7=) ö"|3«7^x’ + «“(J'^7“= 0. 

Kür 1 = 0 wird diese Gleidiung rediicicrt auf 

— a^ß^j^ .j^ (.v'^Yy^ — 7*)* "i" 

(Vergl. Art. 198.) üer Sclinitl der Fläche mit der unendlich ent- 
fernten Ehcnc ist den Schnitten mit den Hauptebenen gleichartig, 
da die höchsten Glieder der Gleichung den Ausdruck bilden 

(x--f y’ + j’)® I -f^V + 7’^’)’ — 27o®/JV®^y-*}- 

Die Gleichung der Fläche der Centra für ein Paraboloid 

a,Y + o-Y + = 0 

erhalten wir fürn ,, — 1 • 

X- -f- y® == p®, yi® Y po-jt' “H “34* “ l'urm 

8 |y®i F + 4- «iiV) + ^mY, )G|® Y 27 T = 0 

mit 

T=q'‘a^^ IGjn’y’a^^ fl'x^y'^Y F® — 56m®y®a.,j®i Fa:®y® 

-}-8n»*y®a3j®a'®y® F^-FGin^y^aj^^P^ F®~lf)2m®y®«32'’ar®y®p' 

-f-48m''yy'(»jj®a:®y® F-|- 8 m°y’^a 3 j^ 2 * F-)-24m*y®a32*;p* F-|- 24»i'’y®a32®p®i® 
-f- 12mG/®a3,®p<-f 43mVa3/.rV + 24»i„raj,'y(“ii^*+“.>2J/’) 

+ 8 m» (a, /x® -f a.Yy'‘) <‘ 34 ’ ■ 

Der Schnitt der Fläche ndt der P]bene x oder y ist eine 
dreifach zählende Parabel und die Evolute derselben. 

208. Man soll die Bedingung entwickeln, unter welcher 
zwei Flächen zweiten Grades so liegen, dass der einen 
von ihnen ein Tetraeder eingeschrichen werden kann, 
von weichem zwei Paareseiner Gegenkanten in der 
Fläche des andern enthalten sind.*) Wenn die bezeichnele 
Relation stattQndet, so lässt sich die Gleichung der einen Fläche 
in die Form jij.jX.jX 3 ”f" = 0 schreiben, indess in den 

andern die Coeffleienten an sämmtlich verschwinden. Dann ist 

z/= A.Yjijj'^, S=2A.j.jAfj {A-j-jCfj -|- ^,,033), 

® = (/fj 3 a| ,-|- .^ 1 , 023 )®-!- 2 AjjAjf "n“ 2 t "i 2 “:u)- 

^ — 2 ( 0230)2 0|3“24 “12“34) C^23''U 

*) Das Problem und sein rcciprokea entsprechen dem Problem der 
analytischen Planimetrie von dem dem einen Kegelschmtt eingesebrie* 
benen und zugleich einem andern umgeschriebenen Dreieck. 
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Und diu l'raglirhc Bedingung ist also 
4^©® = 

Ebunso ist die Bedingung, unter wcIcIkt für zwei Flächen zwei- 
ten Grades ein Tetraeder existiert, welches ein Paar von Gegeii- 
kanten in der einen hat und der andern umschrieben ist, 

4 = e'’ + 8 


Üiess Letztere kann auch aus der im nächsten Art. untersuchten 
Gleichung geschlossen werden. 

209. .Man soll die allgemeine Form der Gleichung 
einer Fläche zweiten Grades rinden, welche die Ebenen 
des Fundamentaltctraeders berührt. 

Die Reciprokalfläche der gedachten geht durch die Ecken 
des Fundanienlaltetraeders und hat daher die allgemeine Gleichung 

2o„*ja:3 -f -f 2«,.jX,Xj + 2o,,x,x, -f- 2a.^^x^x^ 

+ ^«31^3^1 = <->• 

Die Rcciproke dieser Gleichung ist aber nach Art. 67., 79. 

2njja, 2a,3a.,,«| -|- 2n,ja|,aj||3*-|-2nj3a|.,a,2|,’ 

+ 2(nj,On — (0||lil., + «2slil|) 

+ 2(oi:,« 3, — 0|2«3, — n23''ii^ + "13^1) 

-j- 2{af^a.jf '’33‘'ll "is**?!) (" 31 ^ 1^2 "f" “l2^3^il ~ 

Durch die Substitution von Xi für Vi^kiOkmOim) «ird diese 
Gleichung 


X,^ + X2’+X3’ + .r,*+ 


K(“13'’|'2®2I®3|) 


(XjXj + X,X,) 


in"24 


K“|2'’23®3i“h) 


_|_'il_2^4 __23 

K(«23“i3«11“24) 


(x,Xj 4" •T3 *j)=0. 


Die drei Goeflicienten dieser Gleichung sind aber die nega- 
tiven zweifachen cosinus der Winkel eines ebenen Dreiecks von 
den Seiten K(o 23 «h). ^(<» 13021) und K(oi2“3()i und diese unter- 
liegen der Bedingung, dass die Summe ihrer Quadrate und ihres 
doppelten Products der positiven Einheit gleich ist. 

Die allgemeine Form der Gleichung einer dem Fundamental- 
tetraeder eingeschriebenen Fläche zweiten Grades ist also 

•>^1’ + ^2* + ^ 3 ' + “'l* — A + ^1^4) — 2'/ {^,^3 + ^ 2 -*" 4 ) 

— 2r(X|Xj -f" ^ 3 ^ 4 ) — 0 

1 — 2pqr = 4* 4“ 


mit der Bedingung 
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Neuntes Kapitel. Art. 210. 


Und man sieht leicht uingekelirt , dass die Fläche zweiten 
Grades, welche diese Gleichung darstellt, von den vier Kunda- 
meutalehenen heriihrt wird; denn die gcrundene Bedingung ist auch 
die Bedingung für das Verschwinden der Üiscriniinanten der Kegel- 
schnitte, nach welchen die Fläche von den Fundainentalebenen 
geschnitten wird, und dieselben bestehen somit aus je zwei reellen 
oder nicht reellen Graden. 


210. Wenn V = Deinen Kegel repräsentiert, so \sl =0 
und es bleibt die geometrische Bedeutung von 0, 0 und 0' in 
diesem Falle zu untersuchen. Wir nehmen den Scheitel des Kegels 
als Fundanientalpunkl, so dass a^^, Oj,', a,/, z. B. sämmtlich 
gleich Null sind. Dann ist 

0' = n.,4 («I + — "i ~ "aj"!!''). 

d. h. es verschwindet nur, wenn der Kegel in zwei Ebenen de- 
generiert, oder wenn der Scheitel des Kegels in der Fläche 
ü = 0 liegt. 

Wenn wir sodann die Gleichung des aus der Spitze unseres 
Kegels der F'läche U = 0 umschriebenen Berührungskegels, 
nämlich 


(«1 1 •■’f 1 ’ + «22^2’+ «3:10^3'^+ 2o , ;,x, x, + 2n , jX,Xj) 

— (a,,x, + -j- «31X3)= = 0 

in der Form 

a 1 + a22‘>=2^ + ^333^3*+ 2 a230^'2^'3 + 2 a,3X,x3 -j- 2 a„x,x, = 0 

schreiben, so erhalten wir für die Invariante 0 den Ausdruck 

a,,(a,2 «33 «23 822(033 0|, (J|3 ^)-|-a33 (0|| «,2 “12 *) 

-f-2a23(0|3 Oi2 Oji «23 )“l"2a,3(o, 2 «33 “22 “|3 )"l"2a|2(<l23 “|3 ®23 “l2 ) 

und nach der Theorie der Invarianten der Kegelschnitte („Kegcl- 
schn.“ Art. 351.) drückt daher <I> = 0 die Bedingung aus, unter 
welcher es möglich ist, vom Scheitel des Kegels u" = 0 aus an 
die Fläche U= 0 drei Tangenten zu legen, welche ein in Bezug 
auf jenen sich ^seihst conjiigiertes System oder ein Tripel harmo- 
nischer Polarlinien desselben bilden. Ebenso finden wir 

a^^ 0 = 0)1 (822^33 ■ ®23*) "h ”22 (^33®ll ®13*) "f* ***’• 

und erfahren daraus, dass 0 nur dann verschwindet, wenn durch 
den Scheitel des Kegels {/ = 0 drei Tangentialebenen an diu 
Fläche U = 0 gehen, welche ein Tripel harmonischer Polar- 
ebenen für If = 0 bilden. 


Die Invarianten in Specialfällen. Art. 210. 247 

Die Discriminante der tubischeii Gleichung in 1 versdinindet, 
wenn der Kegel If = 0 die Flädie U == 0 beridirt. 

Wenn ü' = 0 zwei Ebenen darslellt, so verschwinden ^ und ö'; 
lind wenn wir diese Ebenen als a:, = 0, a-j = 0 wählen, so dass 
0" sich auf 2 a,j'a:,a:j reduciert, so wird = «, 3 '’ ( 03 ^’ — “ 3 s“ 44 ) 
und verschwindet also nur, wenn die Durschscbnittslinie beider 
Ebenen die Fläche 0 = 0 berfihrt. Es ist ferner 6 = 20 , 3 ' ,<, 2 , 
und sein Verschwinden drückt daher die Bedingung aus, unter 
welcher die fraglidien Ebenen in Bezug auf 0=0 conjiigiert sind 
oder der I’ol der einen in Bezug auf diese Fläche in der andern 
liegt; denn die Coordinaten des Pols der Ebene a;, = 0 sind zu 
A^^, Ajj, y<,j, proportional und dieser Pol liegt also in der 
Ebene aJj = 0 für Aj, = 0. Somit geben 0 = 0 und = 0 
zusammen die Bedingung, unter welcher die eine der Ebenen 
die Fläche 0 = 0 berühr! und die andere durch ihren Berüh- 
rungspunkt geht. 

Die Bedingung S^ = 4A<P wird endiieh erfüllt, wenn jede 
der beiden Ebenen die Fläche 0 = 0 berührt. 

Für 0' = 0 als eine zweifach zählende Ebene sind &' und 
d> gleich Null und 0 = 0 bedingt die Berührung der Ebene mit 
der Fläche. Wenn beide Flächen Kegel sind, so sind A — 0, 
J = () und 0 ' = 0 bedingt, dass die Spitze des Kegels ü" — 0 
auf der Fläche von 0 = 0 liegt: für 0 = 0 giebt es Tripel 
sich selbst conjiigierter Geraden für O' = 0, welche den Kegel 
0=0 berühren. F'ür das gleichzeitige Verschwinden von 0 ' und 
0 liegt die Spitze von 0' in 0 und 0 wird von V berührt; für 
das gleichzeitige Verschwinden von 0 und 0 ' liegt die Spitze 
jedes Kegels auf dem Mantel des andern, d. h. beide haben eine 
Gerade gemein; endlich verschwinden 0 , 0, &' nur dann gleich- 
zeitig, wenn sich die Kegel längs einer Geraden berühren. 

Wenn die eine F'iäche 0 = 0 ein Kegel und die andere 
0“ = 0 ein Ehenenpaar ist, so sind J , B' gleich Null. Für 

0 = 0 liegt die Spitze des Kegels in der einen Ebene, für = 0 
berührt die Schnittlinie der Ebenen den Kegel; 0 und 0 sind 
gleichzeitig Null, wenn die eine der Ebenen selbst den Kegel 
berührt. 

Wenn endlich beide Flächen in Ebenenpaare degenerieren, 
so sind 0 , 0 ' alle gleich Null ; 0 wird Null, wenn die vier 

Ebenen durch einen Punkt gehen. 
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Ncuutcs Kiipitcl. All. l!It. 


ftcispicl. Oie crl.iiigtcn gfumctrisdieii liculungcn fiir das Vcr- 
sclitvindpii der liivariantPii kumifii dienpii, die Cliaraktcre der Uiircli- 
dringungsciirve algelir.iiseli zu licsliiiiinen. Aus den Disci iiuinanten des 
Syslcuis {/ = 0, U' = 0, die dureli JI = 0 .lusgedriickl sein mag, 
Ididen wir die des Systems pU ü' = 0, If = 0 und crliallen 


^iiu+u‘ = ^/iL’+ir, V 


.1 

4 da 


, 'I>^U+U\ V 


3.4' dfi' • 


^ ftu+w, V — “4 (‘■V V =0 kann als einer 

der doppcllprnjiciereiidcn Kegel gcdaclit werden. Dann entspricht einer 
lloppciwurzel das Verschwinden von S, einer dreifachen das von S und <Z>, 
und vier gleichen Wurzeln das von 0, tPund 0'. Der der einfachen Wurzel 
entsprechende Kegel z. B, herührt die FUche und schneidet sie in einer 
(icraden, welche die Curvc dritter Ordnung herührt, die den Rest der 
liiirchdringung liiidet. Das gleichzeitige Verschwinden der ersten llutcr- 
determinanten von H bedingt die weitern Spccialitäten. (Art. 202., 7.)^*) 

211. Die uiiemllidi eiilfcrnle Ebene sclineidet jede Kugel 
in einem iinaginürcii Kreis, welcher durch den aus dem Coor- 
dinalenaiifang über ihm beschriebenen Kegel in der Gleichting 


-f- “ 0 


dargeslellt wird. Da diese Gleichung auch eine unendlich kleine. 
Kugel repräsentiert, so ist jeder Durchmesser derselben und des- 
selben zu der ihm conjugierlen Ebene normal. Bilden wir also 
die Invarianten von 


a,.v 4. 

und der allgemeinen Gleichung der' Fläche zweiten Grades, so 
erhalten wir für 0 = 0 den Ausdruck 


^11 + ^rt + ^ 

als die Bedingung, unter welcher der Anfangspunkt der 
Coordinalcn ein Punkt von solcher Lage ist, dass von 
ihm drei zu einander rechtwinklige Tangentenebenen 
an die Fläche gelegt werden können, und <7> = 0 oder 

«ii"ii — "ii'' + <‘n"H — “n + «33«) I — «3 t* == Ö 
als die Bedingung, unter w elcher aus dem Coordinaten- 
anfang drei zu einander rechtwinklige Tangenten an 
die F'iächc gezogen werden können. 

Wenn Insbesondere der Gonrdinatenanfang das Centrum der 
Fläche ist, so dass o,,, Oj, den Werth Null haben, während 
nicht auch zugleich = 0 ist, so lange die Fläche keine Kegel- 


Der imagmäre unendlich ferne Kugelkreis, Art. IMl. 249 


fläche ist, so nird die ciihisclic Gleichung in A dieselbe, tvcichc 
in Art. 82. zur liuslitnniung der Ilauptaxen aurgestellt wurden ist. 
Die Bedingung <P = 0 reduciert sicli auf 

«II + «22 + «M = 0, 

als die Bedingung, unter der es möglich ist, Systeme 
von je drei zu einander rechtwinkligen asymptotischen 
Linie n zur Fläche zu ziehen; und die Bedingung 0 = 0 wird 

«ll«22 + «22«3.1 + «33«ll ~ «12^ ~ «?.(’ — «13^ = 0. 

die Bedingung, unter welcher Systeme von je drei zu 
einander rechtwinkligen asymptotischen Ehcnen zur 
Fläche möglich sind. 

Die beiden so bezeichiieten .Arten von llyperholoiden ent- 
sprechen den gleichseitigen Hyperbeln in der Theorie der ehenen 
Curven. (Vgl. Art. 203., 3.) 

Da jede Tangentenebenc des Kegels x‘ -f- tj‘ -|- = 0 

dur eine Gleichung xx yy zt' = 0 ausdrückbar ist für 
x’^ -f- y- -j- == 0 und da alle zu einander parallelen Ebenen 

durch dieselbe unendlich entfernte Gerade gehen, so ist olTen- 
bar -f- -j- ?' = 0 die Bedingung, unter welcher 

eine Ebene 

i«-‘ + »w + ?* + “ = 0 

durch eine der Tangenten des iniaginärcn Kreises iin 
Unendlichen geht, den alle Kugelllächen enthalten. 

In Folge dessen kann 0 als die Taii- 

gentialgleichung dieses Kreises angesehen werden. 

Bildet mau nun die Invarianten für diese Gleichung und die 
allgemeine Gleichung der Fläche in Ebenencoordinaten (Art. 79.), 
so erhält man 

0 = z/’ (n,, Ojj -j- fljj) , 

0 = ^ («22«33 — «23^ + «33«ll ~ «n’ + «ll«22 ~ «12*) 

und die geometrische Bedeutung ihres Verschwindens ist oben 
bereits angegeben. 

Da die Bedingung (Arl. 24) -(- i]>]' -f- Jf' = 0, unter 

welcher zwei Ebenen 

I* + -f- fz -f (0 = 0, l'a: + rj'y -f- fz + e)' = 0 

zu einander rechtwinklig sind, nITenbar identisch ist mit der Be- 
dingung, unter welcher diese Ebenen in Bezug auf 
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Neuntes Kapitel. Art. 212, 

I’ + */’ + = 0 

eiiiauder ronjugiert sind, so erkennt man, dass zwei zu einander 
rechtwinklige Ebenen als in Bezug auf den imaginären Kreis im 
Unendlichen einander ronjugiert anzusclien oder dass ihre Schnitt- 
linien mit der unendlich fernen Ebene in Bezug auf diesen Kreis 
einander conjugiert sind. 

Beisp. Jede durch drei feste Punkte gehende gleich.scitigc Hyper- 
bel enthält überdiess bekanntlich einen vierten festen Punkt. Welche.s 
Besetz entspricht dem in der Theorie der Klächen zweiten Grade.«? 

Die Untersuchung des Theorems Ober die gleichseitige Hyperbel lehrt, 
dass .seine Wahrheit von dem Factum abhängl, wonach die Bedingung, 
unter welcher die allgemeine Gleicliung zweiten Grades eine gleichseitige 
Hyperbel repräsentiert, in den Cocfßclenten linear ist. In derselben 
Weise findet man für die gleichseitigen Hyperboloide der Gattung 
“ii ~f" “Z 2 ”f" “33 ~ 0, W'elchcn Systeme von je drei zu einander recht- 
winkligen asymptotischen Linien entsprechen, den Salz, dass jede Fläche 
dieser Art, welche durch sieben Punkte geht, eine feste Ciirve und jede, 
welche durch sechs feste Punkte geht, zwei feste Punkte überdiess enthält. 

Denn die Bedingungen, unter denen die Fläche durch sieben feste 
Punkte geht, in Verbindung mit der gegebenen Relation erlauben die 
Bestimmung aller Coeflicicnten der allgemeinen Gleichung bis auf einen; 
die Gleichung der Fläche enthält daher eine unbestimmte Grösse k und 
ist von der Form U-^-kl/ =0, welche die feste Curve {V=0, U' = 0) 
enthält. Wenn aber sechs Punkte gegeben sind, so beweist die Unbe- 
stimmtheit von zwei CoefTicienlen, dass man die Gleichung auf die Form 
U kV' -f- lU" bringen kann, welche Flächen darstellt, die durch 
acht feste Punkte gehen. 

212. Allgemein drückt die Tangentialgleichung einer 
(iurve im Baume die Bedingung aus, unter welcher eine Ebene 
durch eine der Tangenten der Curve hindiirchgeht. Wenn z. B. 
in Art. 80. die Bedingung gegeben ist, unter welcher die Durch- 
schnittslinie der Ebenen 

tjy (on> = 0, i'x -|- t]'y tarn = 0 

eine Fläche zweiten Grades berührt, so kann man dieselbe auch 
als die Tangentialgleichung des Kegelschnitts betrachten, in wel- 
chem diese Fläche durch die Ebene 

I'* + Vy + + “«' = 0 

geschnitten wird. 

Nach Art. 123. ist die Reciproke einer ebenen Curve eine 
Kegeifläcbe und sow ie eine Gleichung zweiten Grades in Punklcoordi- 


BerUliruiigskegel zu gegebener Curve. Art. 213. 
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nalen einen Kegel darslclll, wenn ihre Diserirainante verschwindet, 
SU repräsentiert eine Tangentialgleichung zweiten Grades einen 
ebenen Kegelschnitt, wenn ihre Discriminaiite verschwindet. Nach 
der bekannten Bezeichnung der Minoren der Discriminantc d oder 
der Elemente des adjungierten Systems etc. ist die allge- 
meine Tangentialglcichung zweiten Grades (Art. 127.) durch 

+ ^ 22 ^ 2 * + • • • + == 0 
darstellbar. - Aus einer solchen Tangentialgleichung können wir 
die gewöhnlichen Gleichungen der Curveii abieiten. Indem wir 
zuerst die Rcciproke der Taugentialgleichung nach den gewöhn- 
lichen Regeln bilden, d. i. 

+ ...) X, *+••• = 0; 

sie ist ein vollständiges Quadrat, nämlich das Quadrat der Gleich- 
ung der Ebene der Curve. Wir bestimmen sodann den Kegel- 
schnitt selbst, indem wir diese Gleichung mit der Gleichung 

*1* (-^22^33 -^23*) "I“ *-2^ "t" ^3^ (-'^lf^22 ^12^J 

-j- 2x^X^ {A^^AJ2 -^ 11 -^ 23 ) 4" ^XyXi {^22^22 — -^22'^I3) 

4" 2x^X2 (^^23-^13 -^83^12) ^ 

combinieren, die den Kegel repräsentiert, der aus dem Punkte 
a:, = Xj = 3-3 = 0 über ihm beschrieben wird. 

213. Man soll die Gleichung des Kegels bestimmen, 
der eine Fläche zweiten Grades 17 = 0 in der Curve 
berührt, in der die Ebene 

4 - ?2^2 4- ^ 3^3 + ll^4 = 0 

sie schneidet. 

Die Gleichung einer Fläche zweiten Grades, welche U ~ 0 
in dieser Schnittcurve berührt, ist von der Eorm 

4- (Sia^i 4- ^2^2 4- 13^3 4- ^4^4)’ = 0 

und man hat hier k so zu bestimmen, dass diese Gleichung einen 
Kegel darstellt; man erhält aber in diesem Falle 

® = 0 , »' == 0 , d' = 0; 

und wenn man 

Ö = 4” ^27^3 4" *^33^3* 4" • • • 

setzt, d. h. durch a die Grösse ausdrückt, deren Verschwinden 
die Berührung der Ebene mit der Fläche bedingt, so ist die vierte 
Wurzel der Beslimmungsgleichung für k zu den drei Wurzeln 
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Neuntes Kupitol. Art. 211. 


»leicli Null, weldie sie in diesem Kalle hat, aus der Gleichung 
kJ -[- = 0 zu entnehmen. Die Gleicimng des rraglichen Kegels 

ist somit 

aV ■= J (|,ar, + + 1,0:3 -f 

llei'fihrt die hetrachlele Kbcne die Hache, so ist (Art. 79.) 
c == 0 und die Gleichung des Kegels reduciert sich auf die der 
doppelt zählenden Reridirungscbene. 

Unter dem hier behandelten Problem ist das von der Be- 
stimmung der Gleichung des Asymtotenkegels der durch die 
allgemeine Gleichung gegebenen Fläche zweiten Grades mit ein- 
gesrhlossen. 

214. Die Bedingung 0 = 0. unter welcher die Ebene 
|,a:, -f -f- lao-j -f 4,a:, == Ü 
die Fläche U = 0 berührt, ist eine Coiitravariante 
(vgl. „Kegelschn.“, Art. 353. „Vorlesungen", Art. 92., 93.) vom 
Grade drei in den Coefficienten von U. Wenn für jeden 
Coeriicienten die Summe (o,* substituiert wird, welche 

der Bildung der Systemsgleichung ü. =0 entspricht, so 
erhalten wir die Bedingung, unter welcher dieselbe Ebene eine 
F'läche dieses Systems berührt; sie ist von der F'orni 
ff Ar -|- A*r' -j- A^o' = 0, 

wie man hinsichtlich des ersten und letzten Gliedes durch die 
Zerlegung der Determinante 
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nach ihren Summandendeterminanten leicht bestätigt, während 
man zugleich dadurch die entwickelten F'ormen von r und t' erhält. 

Sie ist in A vom dritten Grade, weil und zum Beweise dass 
unter den Flächen eines einrachen Systems mit gemein- 
schartlicher Durchschnittscurve drei sind, die eine 
gegebene Ebene berühren. (Art. 130., f.) 

Die Functionen ff, 0 ', t, i' enthalten die Grössen ^3. ^3, 
im zweiten Grade und die Coefficienten von U und £/' im dritten 
Grade und vermittelst derselben kann die Bedingung ausgedrückt 
werden, unter welcher die Ebene 
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Contravarianten des Büschels. Art. 214. 253 

bl^I + + IliT, = 0 

irgend eine permanente Beziehung zu den beiden gegebenen 
Flächen f/ = 0, U' — 0 hat; z. B. dass sie dieselben in (iiirreii 
« = 0, u == 0 schneide, welche durch solche projectivische Be- 
lationen verbunden sind, die durch die täteflicieiiteii der Discrimi- 
nante von u -|- Xu == 0, d. h. durch die Invarianten des Büschels 
von Kegelschnitten ausdrückbar sind. Wenn wir von 

ö + Ai -f A’t' -}- XV 

die Disrriminante nach X bilden, so erhallen w ir in dieser Weise 
durch das Verschwinden derselben die Bedingung, unter wel- 
cher die Ebene -|- ... = 0 die beiden Flächen in 

Curveii schneidet, welche sich berühren, oder mit andern 
Worten die Bedingung, unter welcher diese Ebene eine Tangente, 
der Schnitlcurve von i/ = 0 und V’ = 0 enthält. Sie ist („Vor- 
lesungen“, Art. 85., l.%.) 

4 {‘üo'z — z"^) (3ör' — !'■*) = (9öo' — 

also in den | vom achten und in den CoeBlcienlen von jeder der 
beiden (ileichiingen der Flächen Vom sechsten Grade. Ebenso drückt 
T =0 die Bedingung aus, unter welcher die Ebene die 
F'läcben in zwei Curven schneidet, in deren eine ein 
Dreieck eingeschrieben werden kann, welche in Bezug 
auf die andere sich selbst conjugiert ist; etc. 

Die Gleichung 0 = 0 kann als die Tangentialgleichung 
der Fläche i/ = 0, d. h. als ihre Gleichung in telraedrischeii 
l’lancoordinaten etc. angesehen werden; ebenso o' = 0 als 

die Tangentialgleichung von U' = 0. In derselben W'eise sind 
dann i = 0, i' = 0 die Tangentialgleichungen von Flächen 
zweiten Grades, die zu den Flächen 0 = 0, 0' = 0 gewisse 
unveränderliche Kelalioncn haben. So ist i = 0 die Enveloppe 
einer Ebene, welche die beiden Flächen stets in Curven schneidet, 
die zu einander in der eben angerührten Beziehung stehen, also 
die Tangentialgleichung einer Fläche zweiten Grades, die durch 
diese Kelalion charakterisiert ist. Die Discriminanle von 

0 -f- Ai -f A’i’ + XV = ü 

ist ebenso die Tangentialgleichung der Durchschnitts- 
curve der Flüchen V — 0, 1/ = 0. 
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Neuntes Kapitel. Art. 215. 


Man kann endlicli o = 0 als die GIcicliung der Iteci* 
prokairiäclievon I7=0in BczugaiiTdic Fläche (Art. 127.) 

a:,’ 4- 0 

aiisehen und hat dann in derselheii Art 

ff + ir + Xh’ 4- A’ff' = 0 

als die Gleichung der Ileciprukalfläche von ü-t-A£/' = 0 
zu betrachten. Da bei Veränderung von il die Gleichung V-\-XV' =0 
ein System von Flächen zweiten Grades bezeichnet, welche durch 
eine geineinschariliche Schnitlcurve gehen, so bezeichnet die Ke- 
ciprokalgleichung ein System, welches einer gemeinschartlichen 
developpabeln Fläche eingeschrieben ist, die die Reciprokalform 
der Curve {/ = 0, D' = 0 ist. Wie jenes ein Büschel, so wollen 
wir dieses System eine Schaar von Flächen zweiten Grades nennen. 
Die Discriminante von ff 4" 4" "t" = 0 kann daher 

ebensowohl als die Tangentialgleichung der Curve {/ = ü, If = 0 
wie als die Gleichung der zu ihr reciproken developpabeln Fläche 
angesehen werden; sie ist wie erwähnt vom achten Grade in den 
neuen Veränderlichen und vom sechsten in den Coerficienten jeder 
der Gleichungen der Flächen. 

215. Wir können zu dem im letzten Artikel betrachteten 
Verfahren das reciprok entsprechende befolgen. Sind a=0, a'=0 
die Gleichungen der beiden Flächen zweiten Grades in Ebenen- 
coordinaten, so können wir die Gleichung in Punktcoordinaten 
bilden, welche der Systemsgleichung a Xa = 0 entspricht Man 
eliminiert zwischen 

(^11 + + • • • + 2 4" ^^34 ) ^3^4 + “ 0 

oder kürzer 

a„j,*4-...4-2A3^«,4----»=o 

und der Gleichung eines beliebigen Punktes 

S,*, + 4- 4 - «= 0 

die Grösse so dass man die Gleichung des Tangentenkegels 
der Fläche aus ihm erhält, und stellt die Bedingung auf, unter 
welcher dieser in ein Paar (zusammenfallender) Ebenen degeneriert; 
sie ist die gesuchte Gleichung in Punkt -Coordinaten, und man 
kann sie in der Form 
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0,3',, 

. 

ar, . X, 

X,, A„. 

A,2. 

A|3, A,j 

^21' 

A 22 , 

Aj3, Aj^ 

X 3 , A 3 I, 

Ajj, 

^33- ^34 

^4> ^4I> 

A|2. 

A,j, A, 1 


darslellen. Setzt man eiidlicli in ihr an Stelle der A(/ die Binome 

{Afj - 1 - 3-^ij], 

so entwickelt man diese üetenninaiUe durch Zerlegung in ihre 
Summanden nach Potenzen von k in der Form 

+ XJT + = 0 

und hat in dieser die Gleichung einer Schaar von Flächen 
zweiten Grades in Piinkt-Coordinaten; sie berühren 
sänimtlich eine gemeinschaftliche Developpa ble, deren 
Gleichung man durch das Verschwinden ihrer Discriminante aus- 
drückt. Dieselbe ist also mit Unterdrückung des Factors 
4 — r^) [3^'ur — 2^) = {9jj'uir — tT)^ 

oder 

-f iJ'ÜT'^ -f -f \3J^UU'Tt. 

Wir sprechen von ihr weiter, nachdem wir die Bildung der 
Discriminante des Systems 

J'W + X^T + X-^ÄT 4- X^^'^U' = 0 
und die Bedeutung der in ihr anftretenden Grössen durch Be- 
trachtung reducierter Gleichungsformen näher beleuchtet haben 
werden. Wenn beide Flächen ü = 0, {f = 0 auf ein sich seihst 
conjugiertes Tetraeder bezogen sind, so dass die Coeffleienten 
a,!: und Uit mit ungleichen Indices sämmtlich Null sind, so ver- 
schwinden die Minoren der Discriminanten mit Ausnahme der 
Hauptniinoren (,, Vorlesungen“, Art. 22.) und diese sind 

■^11 “ “2s“33“44> ■^22 ~ “33“44“ll * ~ “44®ll“22> 

-^44 = '•ll“22“33> "^ll ” "22“33“44 ■ 

die Tangentialgleichungcn der beiden Flächen sind 

0 = 0 , 

und die Reciprokalglciciiuug von 

<s -j- Xa' = 0 

ist, da auch alle für ungleiche Indices verschwinden, durch 
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0 , 

a-, 


arj 

. ^4 

X,. A„ 

1 + ^^ii- 

0 

0 

0 

X.J, 

0 

A.j.j “}- XAj^ , 

0 

, 0 

^3* 

t> 

0 

'■^33 + ^><3 

3'. _ 0 

X,. 

0 

0 

0 

• -^44’ + ^^44' 



(I. ii. mit F!nlwick«lutig n.irli l'olenzeii von A in der Form 
j -j- ,ar./ -f- 

+ ^ I (■^22^33 '^n +'^33-^l4'^Jä'+''<«l'^'.>i^aaVl*+{'^:W^Jl'^ll’+— )*'2''+®tC-} 

-f- A® I {A.j.f //.,3 .4^1 A.jj ^;i;i)a:,^-j-(/^ 3 ., A^^ -•<,|-j-...)a:j’-|-etr. J- 

+ + «Ic } = ö 

dargestelll. Oie SiiLslitutioii der oben für die A^, An' enlwickel- 
leii Wertlie liefert aber für das absolute Glied der Gleicbung 
A,,A,,A,,x,'^ + ctc. = 
und für den ('.oefficienteii von ebenso 
A.,,^AJ^'A^,'x^^ -f" ®*f- ~ 
dagegen ist der Goelfldent von A 

J {fl,i"ii' + etc.} 

und der von 

^ {“ll«lt' («22«3.1«44' + «3:)«44"2j' + «44 «22 « 33 ') + «‘C- } 

So wie alle Gontravarianten des Systems (ö -|- ia') — 0 in 
Function der zwei festen Gontravarianten t, t' und von g, g' 


*) Msd Lut allgemein für die Discriminante 

fl„, . .. «i, 

^ g=B ^** * ?*»’ ' * ' 

ffnit • . • ^nn 

der quadratischen Form £/’ von n Variabelu 07|, . . . j'n und ihre Mino* 
ren etc. die Uleicbung 


0 . 


X, ... 

. Xn 1 

1 

•^11 » 

a*#lt , . . 

■ *^|« 1 

1 ■ • 

. A^h ^ 

\ 

. a«. 


. Ann 1 


denn die Entwickelung liefert die Producte zweiten Grades der Varia* 
beln in die ersten Minoren der Keciprokaldeterminante der Discrimi- 
nautc; diese Letztem sind aber den Producten der entsprechenden 
Klemeute der Discrimiuunte in die (n**-2)^^ Potenz dieser Discriminaute 
gleich. 
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Coiitravariaiitcn iiml Covariiiiilc-n iles nUsctipls. Alt. 2r>6. 207 

aiisgcdrückl wertlen können, lassen sirli alle Cnvarianlen des 
Systems V -j- W = 0 in Function der beiden Cnvarianlen r, T ver- 
bunden mit V, V und den Invarianten (Art. 202.) darstellen. 
Die reciproken Betrachtungen zu denen des letzten Ar- 
tikels zeigen, dass die Fläche zweiten Grades T = 0 der Ort 
eines Punktes ist, für welchen die von ihm den Flächen l'=0, J/'=0 
tiingeschriehenen Kegel in solcher Beziehung zu einander stehen, 
dass drei Kanten des einen hestimnibar sind, welche ein in Be- 
zug auf den anderti sich seihst conjiigicrtes System bilden, und 
drei Tangenlenebenen des zweiten, welche ein in Bezug auf den 
ersten sich seihst conjugiertes System bilden. 

Man kann an Stelle der Covarianten 7" = 0, T' = 0 die 
beiden Flächen zweiten Grades S=ü, S'=Ohcnutzcn (Art. 121., 17), 
deren erste der Ort der in Bezug auf V — 0 genommenen Pole 
der Tangenlenebenen von V' — 0 und die zweite der Ort der 
in Bezug auf ü' = 0 genommenen Pole der Tangenlenebenen 
von U = 0 ist. Mil Hilfe der kanonischen Form der (ileichungcn 
können die cinlächen zwischen S und S' mit T und T" bestehen- 
den Itclationen leicht riachgewiesen werden. Mau hat 

S ~ “f" "a3*’4l”n“22 "I" ® ll”ll“22“.13 *^:i^ 

-f a,,a.2jaj3<2^,'-a;,'* = 0 

und kann T' nach dem oben gegebenen Werthe in der Form 

(“22".13"44”ll ~t" '*:l3*’4l'’ll"22 "t" ''44“ll"’2'*33 “f" "l l“22'*33"l4 ) 

X («Ii'a;,'“ + Oj/x/ + etc.) — (cc.2a3.,a„o„'*a:,2 -f etc.) 
darslcllen, d. i. man hat T" = BV' — S. Fbeiiso erhält man 
T=&U — S'. 

Man erkennt daraus, dass die Flächen ü — 0, S' ~ 0 und 
T = 0 eine gemeinschaftliche Durchschnittscurve besitzen, etc. 

Beisp. 1. Die Gleichung von S zeigt, dass die Flächen f/=0, U' = 0 
lind S = 0 ein gemeinsames Qnadrii|iel Imrinonischcr Pole besitzen. Diess 
kann direct geometrisch erwiesen werden, indem wir dicDiirchsclinittsciirve 
von U=0 und V'=0 helrachten. Die Polarelienen ihrer Punkte sind die 
Tangentialebenen von U' — 0 in ihnen und zugleich Taugeiiti.iloheiieii 
von S = 0. Die Spitzen der Kegel zweiten Grades durch jene Ciirvc 
bilden d.is gemeinsame Quadrupel von U und U', die Krzeugenden jener 
Kegel schneiden die Curvc in Punkten, in denen die Ebenen zu U' sich 
In einer Geraden der Gegenlläche der Spitze im Quadrupel schneiden : 
d. h. es liegen in diesen Flächen unendlich viele Gerade, durch welche 
Paare gemeinsamer 'rmgentialelienen von S und V' gehen, oder dieselben 
enthalten die doppelt eingeschriebenen Kegelschnitte der gemeinsamen 

Salmon, anal. Geom. d. Kaumea. I. 2. Anfl. 17 
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Dcvelopitahcln dieser LoUlcni oder Idlden das gemeinsame Quadrupel 
derselben. 

Uic Ebenen dieses Quailrupels schneiden die Flüchen V = 0, S = 0 
in Kegelschnitten, welche in llezng auf den Schnitt nnt £/' = 0 polarreci- 
prok sind; seine Kanten schneiden dieselhen Flächen in drei Pnnktepaaren 
von analoger Heziehung. 

Nach Art. 384. der „Kegelschn.'* ergiebt sich ilarans die Lösung des 
Problems, zu zwei Flächen z wei ten Grades eine dritte zu lie- 
st iin me n , in Bezug auf w c Ich e j e n e p ol a r r e c ipro k sind. Man 
erhält in den Ehcncn des gemeinsamen Quadrupels der gegehenen Flächen 
je vier Kegelschnitte, welche iler gesuchten Fläche angehören können, 
in Jeder .seiner Kanten zwei Pnnktepaarc, durch welche sie geben. Bie 
über jenen Kegelschnitten stehenden Kegel aus der Gegenecke sind Be- 
rnhrungskegel der Flächen längs dersellicn, die ans jenen Punkten nach 
der Gegenkante gehenden Ebenen Tangentialehcneu in denselben. Die Zahl 
der möglichen Flächen ist acht.^^) 

Beispiel 2. Man soll den Ort eines Punktes hcstiminen, dessen in 
Bezug auf die Fläche U—i> genommene l'olarebene die Fläche ü-f- 4 {/'=0 
berührt. 

Wir haben dann in ö -f- At -|- i’r' -j- i’ö = 0 für |j, ^4 

die Diircrentiale f/, , f/j, üj, zu substituieren, und können das Be- 
siiltat mittelst der kanonischen Formen 

U - .Ti’-f-V-t-iCs’-f-V* + + + 

in Fuih'Uoii <ler Cov«irbnlcn ilnrslell^n. Hcnn dasselbe isl * 

4- etc. -}- k {(n.„ + O33 -|- «4,)' -f- etc. | 

+ K«23“33 + «S3''h + «lt«22) 

+ {"2Z«33“44 ^1’ + el'- } = 

oder 

/w + k {&U — ^V) -f 4’ (Ö>I/ — T)+ P{S'U — r) = 0. 

Ebenso ist der Ort eines Punktes, dessen Polarelienen in Bezug auf 
U' = 0 ilie Fläche II kV' = 0 berühren, dargestellt durch 

SU' — r + k {0U' — T) + k'^ [S'U' — JV) -f 4’ JV = 0. 

Beispiel 3. Man soll den Ort eines Punktes linden, dessen Poiar- 
ebenen in Bezug auf die Flächen U = 0, U' = 0 ein in Bezug auf 
U -j- kU' = 0 coiijugiertcs Paar hilden. In derselben Weise, in der «lie 
Bedingung 

“tl^l^t' + «22^2^2' + «33^33^.1' + « 44 ^ 4 “^ 4 ' = 0 
die liarmonisch cunjngicrtc Lage zweier Punkte x, x in Bezug auf die 
Fläche V = 0 ausdrückt, ist die Bedingung der harmonisch conjugierten 
Lage zweier Ebenen in Bezug auf diese Fläche 

^Ii^i 4 t* + -^22^2^2’ + + "^44^4^4" = 0 - 
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Wenn iiinii dioss auf den hier vorliegenden Fall anweiidel, ho erliäll 
man für die kanonische Form 

"il + «K:- + ^ {(“22 + «:is + <‘n) "iiaJi''' + «Ic- } 

{ (022«33 +'*;i 5 “i i+“n“22)"i I +A^ { , jar, *+elc. } =U, 

oder z/ü' + ir' 4 - F'7 4- = 0. 

Beispiel 4. Mau berechne die lliscriminaiite von T. 

Sie ist 

J {SS' — 

216. Die Gleichung der zweien Flächen ü = 0, U' = 0 
gemeinschartlich umgeschriehenen developpaheln Fläche 
27 4. 4^'i/r»4- 4z/irr^= T'‘r^+\SJ^'Truu' 

ist vom aclilcn Grade in den Veränderlichen und vom zehnten 
in den Gnefncienlen der Gleichung jeder Fläche. Indem man 
in ihr ü = () setzt, erkennt man, dass die developpahle Fläche 
sich mit U = 0 in der Curve 17 = 0, T=0 berührt und da.ss 
sie diese Fläche überdiess schneidet in dem Durchschnitt von 
ü = 0 und r* — 4 z/ {/' J = 0. 

Dass die Berührungscurve auf einer Fläche zweiten Grades !T = 0 
liegt, die mit 17 = 0, V' = 0 ein gemeinsames (juadrupel liar- 
inonischer Dole hat, lässt sich auch durch Uebergang zu einer 
Collinearfigur zeigen, in der die eine Fcke des Quadrupels zum 
gemeinsamen Centrum der Flächen gemacht ist. (Vergl.Ai t.4l8., 14. 
der „Kegelschn.“) Der letztere Ort repräsentiert, wie wir jetzt 
zeigen wollen, acht gerade Linien, reelle oder imaginäre Er- 
zeugende der Fläche zweiten Grades U = 0. 

Was die Berührungscurve der developpaheln Fläche mit 
V — 0 ist, erkennt man leicht; denn der Berührungspunkt von 
(7=0 mit einer gemeinschartlichen Tangentenebenc von (7 = 0, 
U' — 0 ist der in Bezug auf (7=0 genommene Dol einer Tan- 
gentenebene von (/' = 0 und daher ein Punkt der Fläche S" = 0, 
und wir haben im letzten Artikel bewiesen, dass die Ctirven 
(7 = 0, S' = 0; T = 0, (7 = 0 identisch sind. 

Der Schnitt der developpaheln Fläche mit einer der Haupt- 
ebenen = 0 wird am leichtesten gefunden, indem man den 
Entwickelungsprocess für die Gleichung derselben wiederholt. Die 
gemeinschaftlich umgeschriebene Developpahle zu den Flächen 

-j" ^2^ •*•1* ~ 

"11^1 + “22-'V'* + «33a;/ + «44X^5 = 0 

17* 
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wird als Discriininanle von 




:D 


i -f o„ '' i + "ii ^ + «33 ^ + "** 

erlialU‘ii. Wonn man also == 0 macht, so ist wie in Art..204., 2. 

die Hiscriminante das Product von 

+ «33-«J 


in die Discriininanle von 


“»«“'S- 4 . “A 35 J-. 

A4" «11 ^ "f" «JI ^ ”f" «33 

Um die Letztere zu bilden, differenliieren wir in Bezug auf 
A und erhalten 


« 33 ^ 3 * 


«I I a ^i’ _ , _ « 7 . 3 ^ 7 * L - 

(i 4- «llP -f «23)’ ~ (^ + «33)' 

«M*^ll. 4- «33~«’3’‘ I ^ 

(A "+ o,,)- ' (A 4 - «23)* ” "H «33)' 


= 0, 


«33 •'•■s' 0 

,, V», 


also 


. =„ 
(A + « 33 )^ 


«33 


(Inn Xn 

' (A + «37^' 


*^33 n « ~ ^ 


’ (^"l"«ii)’ 


und durch Suhslilulion in die gegebene Gleichung das Resultat 

{o,,(uj5— <»33)}i4:-'*‘3{«23(«33 — «ll)}^i*3{“33(«M— «22)}* “ *’• 

Der fragliche Schnitt besteht daher aus einem zweifach 
zählenden Kegelschnitt und vier geraden Linien. 

217. Man soll die Bedingung flnden, unter der eine 
gegebene gerade Linie durch die Schniltcurve zweier 
Flächen zweiten Grades ü = 0, ü' — 0 hindurchgehl. 

Augenommen, dass man wie iii Art. 80. die Bedingung p 0 
gebildet habe, unter welcher jene Gerade die Fläche U = 0 be- 
rührt, so wird durch die Suhslilulion o,, 4" ^« 1 / f'"' «11 ■ 
dieselbe in 

p 4" A* "t" A^p =0 

übergeführt. Wenn also die Gerade willkürlich gegeben ist, so 
bestimmt mau durch Auflösung dieser quadratischen Gleichung 
für A zwei Flärheu , welche durch die Gm ve 1/ = 0, V = 0 
gehen und diese Gerade berühren. Gehl aber diese Letztere 
selbst durch die Gurve, so müssen beide Flächen zusamnteufallen, 
da die Linie im Allgemeinen nur in demjenigen Punkte durch 
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eine Fläche des Systems berührt werden kann, wo sie die Gurre 
{/ = (), f/' = 0 schncidel. Die gesuchte Bedingung ist daher 
n‘ = 4 pp'; sie ist von der zweiten Ordnung in den Goeflicienten 
jeder der Flächen und von der vierten in den Goemdenten jeder 
der die gerade Linie bestimmenden Ebenen, und diese gehen in 
den Verbindungen etc. in sie ein; d. h. die Glei- 

chung enthält im vierten Grade die sechs Goordinaten /i,« der 
Durchschiiittslinie beider Ebenen. 

Die Bedingung n = 0 wird errüllt, wenn die gerade Linie 
durch beide Flächen in vier harmonischen l’unkten geschnitten 
wird. Sie stellt also einen Gomplex zweiten Grades dar, wie geome- 
trisch evident ist; weil die in einer Ebene gelegenen Geraden, 
welche beide Flächen in harmonischen Punktepaaren schneiden, 
einen Kegelschnitt umhüllen. („Kegcischn.“ Art. 356.) Wir 
können sic auch ableiten, indem wir für die xt in die Gleichungen 
der Flächen ü = 0, D' = 0 die Substiintion (my, -)- nz,) voll- 
ziehen und Tür die Substitutionsresultate (Art. 75.) 

m^Uy -|- 2mn Py, -}- ii^U, = 0, Vy -f- 2m n Py/ -f- n’ D, == 0 

nach.Arl. 335. der „Kegelschnitte“ die Bedingung der harmonischen 
Theiluiig bilden, nämlich 

UyV; + Uy'U. = 2Py.P,:. 

In dem Falle, in welchem beide Flächen durch Gleichungen von 
der Form 

+ «22^ + = 0, 

«33V+ = t* 

gegeben sind, während die gerade Linie durch || x, -{-...= 0, 
J,'x, .. .=0 dargestellt ist, istnach Art.80.p~ 
d. h. die Summe von sechs Gliedern von dieser Form, wie 
“ 33 '’ 4 t(^i^ 2 * — Si'y’j etc. Alsdann ist 

^ (®)t ‘*22 “i" “11 “ 22 ) l I 3 

und man hat 

4pp — <’'ii " 22 )^ 

2.i(rtll«22 "ll “22n'*n"3.1 ''11 ^3 l4)*(^2^< ^2 

(Iji “33 " 22 ) 

"f" ~“ll '*33)(''u'*22 ”11 “ 22 )} (^1^2 

218. Man soll die Gleichung der developpabeln Fläche 
finden, welche durch die Tangenten der Diirchschnitts- 
curve von (J = 0, P' = 0 gebildet wird. 
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Wenn «ir irgeml einen l’nnkt in einer Tangente dieser 
(iiirve hetrat Ilten, so geht die, l'olarehene dessellien in Bezug auf 
U — 0 oder U' — 0 nollitvendig durch den ßerrilinings|iunkl der 
Tangente, in tvelclier er liegt; die ünrclischiiittslinic beider 
Pularebenen scbileidet also die (airve £7 = 0, £/" = 0. Wir cr- 
baltcn daher die ('•leiciiiing der rraglirben Dereloppabeln, indem 
«ir in die Bedingung des letzten Art. für |,, |j, elc., |j', etc. 
die I)in'erential(|nutientcn £/,. £/j, etc., V,', U^, etc. substituieren; 
sie ist vom achten (’.rade in ilon Variabein und vom sechsten in 
den Oefficienten jeder l'lärbe. Unter Anwendung der kanonischen 
Form der Gleichungen der Flächen crgiebl sich das Endresultat, 
wie folgt: 


-j-2 0|J 022)(Ul «u 0;[3 

"f" {("m"22 "iI ”jj) ('*:I3'*II "m "ii) {"ll'*lt "ll '•tl) ('*22'*33 "22 "ss) } 

v("ll"4l "it " 41 ) ("22®33 "22 ". 13 ) ("22"44 "22 " 41 ) ("33"ll ".33 "ll^/ 

■(("22"ll "22"4|) ("3 .i"m "33"||) ("i|“ 22 "ll " 22 ) {".13"4I " 3 I "4l)/ 

= 0 . 

Setzen wir in dieser Gleichung x, = 0. so erhalten wir ein 
vollständiges Quadrat, d. h. jede der vier Ebenen 
X| = 0, Xj = 0, Xj = 0, X, = 0 
schneidet die developpable Fläche in einer ebenen Curve vierter 
Ordnung, welche eine Dopjiellinie der Fläche ist.*") 

Dies ist a priori offenbar, weil die Symmetrie der Figur cs 
bedingt, dass durch jeden Punkt in einer dieser vier Ebenen, 
welcher einer Tangente der Curve U = 0, U’ = 0 angcliörl, 
auch eine zweite Tangente derselben gehen muss. 

Man kann mit Hilfe der kanonischen F'orm das vorige Er- 
gebniss in Function der Covarianten ausdrncken, und erhält als 
GIcicIiung der betrachteten Dcvclojipabeln 

4 (euv — T'ü — [9'UU' — Tü' — 

= {•PUD' —TV — TVf. 

Die Curve £7 = 0, £/' = 0 ist ofleubar in dem durch diese 
Gleichung dargestellten Orte eine Doppellinie*), wie auch sonst 


•) Mnn beweist wie in Art. 111. oder in Art. 51. der ,.Höb. Cnrv.“, 
dass für U^ip -F = 0 als GIcichunp einer Fläche die Curve 

£7 = eineDoppelourve in derselljeu ist und dass die beiden Tangontiat- 

ebouen in einem Punkte derselben für u = 0 und 0 «= 0 als enUpreebende 
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erkannt werden kann; und der Ort aelineidet die Fläche U = 0 
iiherdiess in der Linie arhler Ordnung, welche die Flächen U — 0 
und T'^ — 4JTU' = () mit einander gemein haben. Es ist die- 
selbe Linie, die wir schon ini Art. 216. raiiden. 

219. Wie. es dort ausgesprochen ist, so kann leicht geo- 

inelrisch bewiesen werden, dass eine b>7.eugendc der Fläche 
U = 0 in jedem der acht Ihirclischniltspunkte der drei Flächen 
ü-=0, ü' = 0, S'==0 oder f/ = 0, U' = 0, T = 0 auch 
eine Flrzciigende der devoloppabcln Fläche ist und dass daher 
diese acht Linien den Ort von der achten Ordnung bilden, den 
die Gleichungen U = 0, T"‘ — — 0 darslellen. ttenn 

da die F'läche S" = 0 der Ort der l’ole der Tangenlencbencn 
von U' = 0 in llezug auf die F’läche II = 0 ist, so ist die Tan- 
genleneiiene zu {T — 0 in einem dieser acht l’unkte auch eine 
Tangentenebene zu U = 0 und gehl daher durch eine der Er- 
zeugenden von U = 0 in diesem Punkte. Diese Erzeugende ist 
also die Durchschnitlslinie der Tangentenebenen von {/ = 0, 
U' = 0 und daher auch eine Erzeugende der fraglichen deve- 
loppabeln Fläche. 

220. Die Derechnung des Art. 218. kann auch in folgender 
Weise ausgeführt werden: Wenn wir die Iledingung der Reruhrung 
einer geraden Linie mit der Fläche U = 0 (Art. 80.) mit der 
Discriminantc J multiplicieren, so erhalten wir 

+ etc.) + etc.) = -f elc.)^. 

Wir bilden dann die entsprechende Formel für die Redingung, 
unter welcher der Durchschnitt von zwei Polareiienen U-^-Xlf—O 
herührt, nmitipliciert mit der Determinante dieser F'läche; da- 
durch linden wir nach den Reispielen 2 und 3 des Art. 215. 
)JU + I(eu — Jü'] + (0U— T) + A’ [&'V —T]) X 

|(0£r _ r) -I- i {h>ü' - T) -f (©'{/' — //ü) + 

= -j- Ar + k^r -f k^j'uf; 

Tangcntiiilebenen von {/ = 0 iiiirt l'' — 0 durch k’ij> -f- hcV -F 
pepeben werden, mit y>\ % hU den Rosultiiten der Substitution der 
CoordinÄten des Punktes in qp, %. Indem man diess auf die obige 
Gleichung anwendet, erkennt man, dass die beiden Tangentialebenen 
durch die O’leichung {TU ^ aiisfiedrückt werden, wo in 7', 

1* die Subslitulion der Coordinnten dos Punktes vollzogen ist. Ks 
fallen somit die beiden Tangentialebenen in jedem Punkte der Doppcl- 
ciirve zusammen und dieselbe ist somit specieller das, was man als eine 
Cuspidalcurvo der Fläche bezeichnet. * 
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diess Iti'sultal isl, nie cs sein muss, durch 

+ A« -f PW + A-' 8 ' -f PJ’) 
llicilhar und der Ouolieiit isl 

(et/f/' — Tv — ^v"‘] + A {wvv — ru — tv) 

-f- A^ (»'üü' — TU' — J(P) = 0. 

So erkennen nir, dass SUU' — T'ü -{- JU"^ die Bedingung 
isl, linier nelrlier die Durrlisclinillslinie der znei I'olarehenen 
die Fläche U = 0 herührt, nährend WUU' = TU -\- T' U' die 
Bedingung isl, iinlcr ncicher sie durch die Flächen U = O, 
if = 0 harmonisch gelheill wird. Endlich isl die Gleichung der 
developpaheln Fläche 

4 (euu’ — ru - ^U"^) (B'UU' —TIT— J'U^} 

= [WUU’ —TU — riff. 

221. Die Gleichung nat’ -|- äy''-|- cz^-(-A 1 

hczeichnel nach Art. 104. ein System von concentrischen Flächen 
zneiten Grades mit gcnieinschartlichen Ebenen der Kreisschnille. 
Diu P'orni der Gleichung zeigt, dass die Flächen des fraglichen 
Systems diu imaginäre Gurve gcnieinschartlich iiaheii, in welcher 
die iiuendlich kleine Kugel a:’ + + P — 0 irgend eine unter 

ihnen schneidet. 

Da irriier die Gleichung eines Systems confocaler Flächen 
zneiten Grades 

+ .J/1- J. i’ =1 

in Tangeiilialcoordiualen 

„|2 4 . 4 . es« + A (I’ + + f) - 1 

isl, so ergiehl sich reciprok, dass ein System von confocalcn 
Flächen zneiten Grades durch eine gemeinschaDliche imaginäre 
Develo]ipahle umhiilll isl (Art. 146.); eine Developpahle nämlich, 
welche durch diu Tangentenebenen irgend einer Fläche des 
Systems gebildet wird, die je eine der Tangenten des imaginären 
Kreises im Unendlichen enthalten. 

Wenn man die Discrimiiiante der Gleichung des Flächen- 
syslems in Bezug auf A bildet, so erhält man die Gleichung 
dieser developpaheln Fläche; sic ist für 6 — 0 = f, c — a — g, 
(I — b = h die folgende 
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+ ff’y ' + A’z ' — 2 ghifz^ — 2 hfz^x'* — 2 fgx’^y'^) 

+ (ff — A) + 2jr- (A — /■) y“ + 2 A'^ {f— ff)z*+2/’{/'A — ‘5y’)x 'y* 

— 2y (yA — Zf“^) x*i/ —2f(fg—Zh-)x*z‘-\-2h{gh — 'dp)x'-z* 

+ 2y (y /*— 3 A®)y^z’— 2h[hf—Zg‘) i/z '-f 2 (/■— y) (y — A) (A— / ) a:V** 
+ (Z^— 6/^yA)a;<-|-(y‘— 6yyA)y'+(A'— 6A*/y) z'+2/y(/y— 3A*)x’y- 
4- 2yA (yA — 3/’’) y’z’ -\-2hf{hf — 3y'‘) j:’;’ 4- 2pgh (A — y) x- 
+ (/—>>) y’ 4- 2 A’/y (g—f) 4-/^ff ’ A'* =0. 

Aus dieser Gleichung oder auch wie in Art. 202. kann ab- 
geleitet werden, dass die Focalkegelschnitte und der imaginäre 
Kreis in unendlicher Ferne Doppellinien in der Fläche sind. 

222. Wenn ff = 0 die allgemeine Gleichung einer Fläche 
zweiten Grades ist, so erhalten wir in derselben Art durch Bilüiiiig 
der Rcciprokalform von ff 4 " ^ + > 1 ’ + ?*) 

j'‘u 4- kJ (ffjj 4- 033) — 0,3’ — } .t’ 4- . . 

+ {«44(«Ii 4-«22+«13)— “n^— «21^— '*3/}+2ffs(«ll«2.1— "I3"l2) 
4- 2 IX (n.„n ,3 — Oijffjj) 4- 2 ary (« 330,5 — «„" 2 a) 

2 X •|(rt52 4 " "33) "M ^‘12 "21 “ia" 34 } 

4“ 2 y <(«33 4" '’n) “ 2 t ”23 ^34 ” 12 ^* 14 } 

4- 2 I -f Oj,) « 3 , — 0,3 0 |, — Oj,Oj,|J 

4- A* (x’ 4 " ff' + *’) + -^ll + ^22 + -^33 2 X 

-2 A,,y~ 2 A,, t} 4- P = 0. 

für ^,,, A.j^, . . . y /33 als die Elemente des adjnngierten Systc 4 ns 
der Discriminante oder die Minoren derselben nach den Elemen- 
Ion ^ 32 ’ ■ • * 

Diess ist die Gleichung einer Schaar von confocalen 
Flächen und ihre Iliscrimina 4 ite in Bezug auf k repräsentiert, 
gleich ^ull gesetzt, die im letzten Art. helrachtcte Dcveloppahle. 

Bezeiclmen wir die Goefflcienten von A und A’ respective 
durch T und T‘, so ist T = 0 der Ausdruck fi 4 r den Ort der 
l'unkte, von welchen aus drei zu einander rechtwinklige Tangen- 
te 44 an die gegebene Fläche zv^ eiten Grades gezogen werden 
können, und 7^ = 0 die Gleichung des Ortes von I’uiikten, von 
welchen aus drei zu einantler rechtwinklige, Tangentenebenen an 
dieselbe gehen. Jener Ort war die Directorkugel der Fläche. 
(Vergl. Art. 93.) 

^2 „2 

Wenn man die Gleichung des l’araboloids f-' 4" 2 i = 0 

(t o 

in derselben Weise behandelt, so erhält man die Gleichung des 
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Systems der coiifocalen Fläciieii in der Form 

(6a:’ -J“ tiy’ -f- 2abz) -f- ^ "1“ 2 (n -)- 6) z — o6| 

+ {2z - (« + 6)} - P = 0, 

und die sie alle beriiliremle Di‘vclo)ipable ist Tür a — b = h 
durrli die Gleichmig aus"edrückl 

4 (x'‘ + >/f (** + y- + z'‘) 4- Itj/c (x- + y- 4- I*) (x’ — y'^) 

4“ 4 : {x‘ 4" iP) [ox:^ “H ^"P) "I“ 4" (*’ 4“ V^) 

4- “4/j (6a:^ 4" xy"^) "f" “I" ^!p'P "I" (6.r'4""y^) (*‘ — iP) 

4” 12/i Vy''’ 4" it> (« 4" *) (^^H" y* "f" **) — i2/i’i (nx''4'*y’) 

4- \2habz (x* — tß) 4“ 4A'^2* (o^ 4" 4o64-6*)4'4/i* (6^4-0^) 
4- 2abh (ax^ — by ’) 4" 4/i^ab (a 4" ö) * 4" (‘^b'^li^ — 0. 

Der Ort des Diireli.si liniUspuiiktes von drei zu einander reclit- 
tvinklij.;eti Tangentenebenen des Paraboloids ist die Ebene 2z=a~\-b, 
lind der Ort des Sdiniltes von drei zu einander rechtwinkligen 
Tangenten desselben das Ijnidrelinngsparaboloid 

x'‘ y^ 2 b) z — ab = 0. 

Iliusjtiti. Hie Fimeliun T, die linke Seile der Cdeicliung der llircc- 
torkiigel ist in den Elcnienlen des adjiingicrlen .Systems oder den Coeffi- 
cienlen der Taiigentialgleicliung der Fläche o = 0 line.ir. 

Für die Fläclienscliaar a 4- ito’ — 0 oder die Flächen zweiten 
(irades, welche .iclit gegehene Ehenen berühren (Art. J30.), für das System 
ö 4" 4" y®” = 'I'’'' Flächen zweiten Grades mit sielipn (Art. 1.31.) 

und das System a ).a' fia” -(- »"t” = 0 der Flächen mit .seclis 

gemeinsamen Taiigenlialehenen wird daher die F’iinclion T erhallen durch 
lineare Zusammensetzung aus den Functionen T der eiuzcliien Flächen 
a, a', a", a "'. Man erkennt daraus, dass die Dircclorkiigeln aller Flächen 
einer Schaar ein Büschel hilden d. i. durch einen festen Kreis gehen oder 
eine geineiiisanie lladiialeheiie haheii; da.ss die Directorkugeln der von 
sichen festen Ebenen herülirten Flächen durch zwei l’uiiklc gehen, d. Ii. 
eine gemeinsame Badicalate haheii oder dass ihre fladicalehenen ein 
Büschel hilden, dass endlich die llireclorkugeln aller von sechs Ebenen 
berührten Flächen zweiten Grades ein gemeinsames Hadiealrentrum und 
eine gemeinsame Orthognnalkugel besitzen. In der That folgt das erste 
geometrisch aus der Eigenschaft, dass das Büschel der Tangentialebenen 
der Flächen einer .Schaar aus einer festen Geraden ein involutorischns 
Büschel ist lind dass dasselbe bei zwei rechtwinkligen Paaren aus lauter 
rechtwinkligen Paaren bestehen muss — sobald man diess auf die Normale 
einer der gegehenen Ehenen durch ihren Schnittpunkt mit zweien der 
nircctorkiigelii anwendet.^^) 

Iler Satz von den Mittelpunkten der Flächen der Schaar in Art. 132. 
folgt daraus. Der Satz liefert aber viele .Specialfälle; z. B. für das Para- 
boloid iler Schaar, dass dir Badicalebene der Directorkugeln seine Director- 
cbenc ist; für eine der acht Ebenen als unendlich fern, dass die Üirector- 
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dienen der von siehen fc.slcn Klicncn lierülirlcii Paralioloide ein Biisdiel 
Bilden; ferner, d.is.s die Dircclorkugelii .illcr der KegcMlAclien zweiten 
(irades, weldic eine re.spcctivc zwei Erzeugende gemein lialien und filnf 
rc.spcclivc zwei feste Elienen herfiliren, ein Büschel liilden; dass die Birec- 
torkugcln aller der Regclllächcn zweiten Grades, welche dassclhc wind- 
schiefe Viereck enthalten, mit den über ilen Diagonalen desselhcn als 
llurrhmesscrn hcschriehenen Kugeln dcnselhen Kreis enthalten. 

Aehnlich für den zweiten und dritten Satz; z. li. dass die Direetor- 
ehenen der Paraholoide mit sechs gemeinsamen Tangentialehenen durch 
einen festen Punkt gehen; dass die Direclorkugcln der RcgelllSchcn zweiten 
Grades mit einer gemeinsamen Erzeugenden und vier gemeinsamen 
Tangentialehenen eine gemeinschaftliche Iladicalase hahen ; und insbesondere, 
dass dicss für die vier Kugeln gilt, welche fiher den Verbindungslinien 
der Ecken eines Tetraeders mit den Schnittpunkten der Gegenilüchen mit 
einer Geraden als Durclime.sser hcschriehcn werden; oder dass die Direc- 
torkugeln für alle Flächen zweiten Grades mit sechs gemeinsamen Tan- 
gentialehenen dasselbe ltadicalcrntru.il haben mit denen der fünfzehn, 
welche die Schnittlinien der drei Paare dieser Ebenen bestimmen. 

223. Verschiedene nichtige Eigensrhafteii von confocalen 
Flächen sind besondere Fälle der Eigeiischaflen von Flächen, 
welche in eine gemeinschartlichc Ileveloppahle eingeschrieheii sind. 
Es ist zncckinässig, zuerst die reciproketi Eigenschaften von 
Systemen ausziisprcchcn , die eine gemeinschaftliche Schnittcurve 
besitzen. 

Da die Bedingung, unter welcher eine Fläche zweiten 
Grades eine Ebene berfihrt (Art. 79.). die Goeflicienten ihrer 
Gleichung im dritten Grade enthält, so folgt, dass cs unter 
den Flärhen eines solchen Systems mit gemeinschaftlicher Schnilt- 
curve drei giehl, welche eine gegebene Ebene herfihren, und 
reciprok daher, dass unter den Flächen eines derselben Deve- 
loppabcln eingeschriebenen Systems stets drei durch einen ge- 
gebenen Punkt gehen. So wie in dem ersteren System durch 
jeden Punkt des Raumes eine Fläche, so geht im letztem zu 
jeder Ebene des Raumes berührend eine F'läche. In beiden 
Systemen existieren stets zwei Flächen, welche eine gegebene 
Gerade berühien, da die Bedingung, unter welcher stdebe Be- 
rührung slaltnndet (Art. 80.), die ('.ocriiciciiten der Fläche im 
zweiten Grade enthält. 

Es ist auch gcomcirisch evident, dass nur je drei unter den 
Flächen zweilen Grailes mit gemeinsamer Durcbdringungscurvc 
von einer gegebenen F-bene berührt werden, weil diese Ebene 
die gemeinsame Curvc in vier Punkten schneidet, durch welche 
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alle tlire Qiiersclinitle mit ilcn Kläclieii iles Systems gehen müssen, 
iin<l (lurcli diese nur drei Paare reeller oder nirlil reeller grader 
Linien möglieh sind, wie sic den lierührlen Flächen entsprechen, 
lla die lienihrungspunkle als Srhnillpiinkle der l’aare von gera- 
den Linien ein Tripel harmunischer Pule in Bezug auf alle Kegel- 
schnitte durch die vier Punkte bilden („Kegelsch." Art. 108, 1.), 
so sind die von der Spitze eines der vier Kegel des Systems 
naih ihnen gehenden Geraden ronjugierte Durchmesser dieses 
Kegels. (Art. 71.) 

224. Wenn ein System von Flächen zweiten Grades durch 
S -)- i (x’ -f- -|- I*) = 0 dargcstelll wird, so ist der Anrangs- 

punkt der Coordinaten eine der Spitzen der vier Kegel des 
Systems, weil -)- y’ = 0 einen Kegel bezeichnet. Und 
da x’ y- -|- = 0 auch eine unendlich kleine Kugel dar- 

stellt, so sind je drei ronjugierte Durchmesser zu einander recht- 
winklig und wir errahren, dass drei Flächen des Systems gefun- 
den werden, die eine gegel>ene Ebene berühren, und dass die 
Verbindungslinien ihrer Berührungspunkte mit dem Anfangspunkte 
zu einander rechtwinklig sind. Weil aber ein System von con- 
cenlriscben und eonfocalen Flächen reciprok ist zu einem solchen 
System von der Gleichuiigsform S -}- 1 (x® -|- y ' -j- ;*) = 0, so 
erkennen wir, dass drei confocalc Flächen zweiten Grades durch 
einen I*unkt gehen und sich in ihm rechtwinklig durchschneiden. 

Ferner bilden nach Art. 132. die Polarebenen eines Punktes 
in Bezug auf ein System von der Gleichung 

ein Büschel, dessen Scheitelkante mit dem Anfangspunkt eine 
Ebene bestimmt, die normal ist zu der Geraden, Welche vom- 
Anfangspunkt nach dem gegebenen Pol gebt — wie diess oilen- 
bar ist für die besondere P’läclie des Systems x’ -f- y* z’ = 0. 
Daher ist reciprok der Ort der Pole einer gegebenen Ebene in 
Bezug auf die Fläche eines Systems von Gonfucalen eine zu dieser 
Ebene normale Gerade. 

Urispiel. Weim <leoi iinciiillicli fernen imaginären Kugelkrcis J in 
einem ersten collincaren Raum der Kcgelsdinilt 2, und in einem zweiten 
nnllinearen Raum der Kegelschnitt J' entspricht, so entspricht auch der 
durcli J und bestimmten develuppabeln Fläche die durch J' und J hc- 
stimmte developpahle Fläche und der jener ersten eingeschriebenen Schaar 
confocaler Flächen zweiten Grades ilic der letztem eingeschriebene Schaar 
solcher Flächen. Dadurch wird eine currcspoiidiercndc Zerlegung der 
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beiden collinearen Räiiine in reclilwiiikligc Eleiiienlar-Parallcicpipeda an- 
gegeben.’*) 

Wenn jene developpalieln Fl3clien in Paare viin Kegeln zweiten 
Grades degenerieren, so lassen sich die collinearen Räume in cenlrisrlie 
Lage fllierffdiren. 

W ie lautet der entsprechende Satz für ilie Ebene? 

22Ö. Wir sahen, dass ö A (f’ -}' *?’ “H I') = 9 die Tan- 
gcnlialgleiclniiig eines Systems von confocalen Flächen ist; wenn 
die Discriniinante dieser Gleichung verschwindet, so stellt die- 
selbe somit einen der Focalkegelschnitle jener Flächen dar. Man 
kann also die Tangentialgleichung der Focalkegelschnittu 
einer gegebenen Fläcbe zweiten Grailes rinden, indem man A 
aus der Gleichung 

^jjA^ + («iiOjj + «rz"as + "a3«ii — “n — “n — 'Gz’) 

+ («n + «zz + «aa) + zi’ = 0 

bestimmt. 

Sei 

7a;’ -|- -j- 5z’ — Ayz — 4a'y -f- lOx -|- 4y Cz -j- 4 = 0 

die Gleichung der Fläche, so ist zf = — 972 und die cubische 
Gleichung ist 162 A’ -)- 99A’zl -)- ISAzi’ -|- zJ’ = 0; ihre Fac- 
toren sind 

SA + zl, 6A -f zf, 9A -f- J, 

d. h. A = 108, 162 , 324. Die durch 6 ilividierte Tangential- 
gleicbung der gegebenen Fläche ist 

|’-8>j’-llf’+27<o’+26>/f-f46f^-f34|.i-54|a)-54»i(o-.04foj=O. 
Man erhält somit die Tangentialgleichungen der drei Foralkegel- 
schnitte der Fläche, indem man die ersten drei Glieder der letzt- 
geschriebenen Gleichung verändert in 

19|'-’ + 10./’ + 7f’, 281’ -f 19:’ + 16./’, 55J’ + 46./’ + 4SJ’ 
respective. Die Puiiktgleichungen derselben werden ebenso wie 
in Art. 212. geriinden als durch die F'aare 
2x — 2y-\- z+ ».==0, 1 lx’+44y’+llz’— 32./Z+ 2zx — 40.ry=0; 
x+2!/+2z+5;e=0, 67x’+68j^’+83z’-24yz -62zx- 32xy=0; 
2x+ y — 2z+ >e=0, 5x’ — 3^’-f- 9z’-F 2yz— 16zx+ 2x./=0 
dargestellt. 

226. Um in tetrametrischen Ebenencoordiiiaten die Gleichung 
der Confocalen zu einer gegebenen P'läche zu finden, ist es noth- 
wendig, die der Gleichung J’ + z/’ + J’ = 0 entsprechende 
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Gieicliiing in solchen tclräcilrisclicn Khencneoordiiiatcn zu hilden, 
(I. Ii. die Gleieliiing, welche aiisdrückl, dass der normale Abstand 
eines 1 ‘iinkles von jeder der Iledingung getiügemlen Kbene un- 
endlich gross ist. 

Ite|irä.sentieren a;, = 0 , Xj == 0 , = 0 , x, = 0 irgend 

vier iiit'ht durch denselhen Punkt gehende Eheneii, welchen be- 
zogen aul' ein System rectangulärer Axen die Gleichungen 
-V cos //, -j- Y cos -}- Z ros C, = />,, etc. • 
cnls|ircchen, so ist der Goelticient von A' in 

|,X, -f tjXj -f S3X3 + l^x^ = 0 

gleich 


5 , cos A, -|- cos Aj cos A 3 4 - cos 
und die Summe der Quadrate der CoerOcienten von X, Y, Z ist 
durch 


^l’+l2’+«3’+i4*—^S3^3'’0»(ij^3) — 253^1 C0S(X3X,)— 2^,l3C0s(x,X3) 
— 2|,i, COS (x,.r,)- 2 I 3 I 3 cos (jrj.r4— 2 I 3 I, cos(x 3 X^) 


dargestellt, wann (.r.x») den Winkel der Khencn x, = 0, Xi=ü 
darstellt. Die (deichsetziing dieses Au.sdrurks mit Null repräsen- 
tiert daher die Tangentialgleichung des imaginären Kreises im 
Unendlichen. Wenn man also die in den letzten Art. entwickel- 
ten Operationen unter Ersetzung des Trinoms (J’ -j* “f* 

ilurch diesen allgemeinen Ausdruck wiederholt, so erhält man 
zuerst ohne Schwierigkeit die Bedingungen, unter denen die all- 
gemeine Gleichung zweiten Grades in tetraedrischen Plancoordi- 
naten ein Paraholoid oder eines der beiden rectangulären Hyper- 
boloide darstellt; ferner die Gleichungen der Orte von Punkten, 
von welchen aus Systeme von je drei zu einander rechtwinkligen 
Tangenten oder Taiigentencbencn der Fläche möglich sind; die 
Gleichungen der Focalkegelschnitte, etc. 

227. In Art. 211. ist bemerkt, dass die Bedingung, unter 
welcher rOr rechtwinklige Coordinaten zwei Ebenen 

+ Vy + = 0. -f- »/'!/ + f"! == 0 

rechtwinklig zu einander sind, nämlich die Bedingung 

Is 4" ’P/ "f" K' ~ 

identisch ist mit der Bedingung, unter welcher dieselhen Ebenen 
in Bezug auf den unendlich entrernlen imaginären Kreis zu ein- 
ander harmonisch coiijugiert sind. Daraus hdgt, dass die Be- 
dingung der Orthogonalität in tetraedrischen Coordinaten, ahge- 
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leitet als Uediiigimg der liarniuiiisclicn Itelalion zu dein duixli 
die allgemeine Gleichung dargcstellten iniagiiiären Kreise, erhalten 
wird in der Form 

^i' { + «1 — J.iros(x,x.J — §jCo.s^ar,a-.,)— ^jCos(a-,ar,)} 

+ !•/ j — li ‘■«s + Ij — ^3 ' (-^3^3) — 14 f } 

+ ^3 {— ^tCO«(-«'ta^3)— ^2‘^'»s(a;j«3)-t-|3 — l|C«S(^3-'»'4)} 

+ Si' {— S|Cos(x,x^) — |jCos(xjxJ— ^3cns(x3Xj)-j-|,} =0; 

Sätze, welche sich auf orthogonale Khenen beziehen, können da- 
her projectivisch generalisiert werden, indem man an Stelle des 
imaginären unendlich fernen Kreises irgend einen festen Kegel- 
schnitt substituiert; an Steile einer Geraden und einer Ebene, 
die zu einander rechtwinklig sind, erlnält man so eine Gerade 
und eine Rhene, welche die Rhene jene.s festen Kegelschnitts in 
einem Punkte und einer Geraden schneiden, die harmonisch con- 
jugiert sind in Bezug auf diesen Kegelschnitt, d. i. Pol und Polare 
in Bezug auf denselhen. (Vergl. „Kegelschn.", Art. 378.) Man 
kann die erhaltenen Theoreme sodann noch weiter generalisieren, 
indem man an Stelle des festen Kegelschnitts eine Fläche zweiten 
Grades setzt; die Belation der Orthogonalität zwischen einer Ge- 
raden und einer Rhene geht dann in die Beziehung einer Linie 
und einer Rhene über, bei welcher jene durch den Pul von 
dieser in Bezug auf die feste Fläche zweiten Grades geht. Je- 
doch sind Theoreme, welche man so erhält, damit allein nicht 
bewiesen, sondern nur eben gebildet. 

Beisp. Jede Tangenlenehenc einer Kugel ist normal zum Radius 
des Berrdirungsjiunktes. 

Jeder eliene Schnitt einer Fläche zweiten (irades wird duccti eine 
Tangeiitenebeue derselben und durcli die Genade, welche den llerülirung.s- 
punkt dersellieii mit dem Pul der Schniltelrene in Bezug auf sie vertiindel, 
in einer Geraden und einem Punkte geschnitten, weh lie in Bezug auf ilin 
Polare und Pol sind. 

228. Ilie Tangentialgleichung einer Kugel für ein 
rechtwinkliges Coordinatensyslem schreibt man am einlächsten 
als Ausdruck der Bedingung, unter welcher jede Tangentenehene 
vom Centrmn constante Entfernung hat; also für r als den Halb- 
messer und X, y. z als Goordiiiaten des Gentrums in der Form 

(|x' -+- »jy' 4- Jr' + “)* =■ r* + »p + J’). 

Wenn dann x,'. x./, Xj', x/ die Goordiiiaten des Geniriims 
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einer Kugel siiul, su muss die Taiigcntialgleicbung der Kugel in 
tetraedrischeii Coordinalen I,, I4 sein 

+ ^3^3 + 

= {äi’ + + ^3* + ^1'' — 2Sil; ros (x,a-.^l — elc. J , 

Wenn die Kugel insbesondere die vier Kbenen a", = 0 , eie. 
Iii'ridirl, so müssen die Coerfir.icnten von j,/, ^1^ ver- 

sebwindcu und die Tangentialgicicbung einer solrlieu Kugel muss 
daber die Form baben 


+ + — ^^1^2 ros(x,a:j) — elc. 

Es existieren daber acbt Kugeln, weicbe die Fläeben eines Te- 
traeders berübren. Indem man insbesondere alle Zeicben positiv 
nimmt, erbält man die Tangentialgleicbnng der eingescbriebenen 
Kugel 


cos- i (a:,a;j) + ros’ i (a-.^arj) -f- |;,5, cos’ J (a-.,ar,) 

-f §|l) cos’ i (.T,X<) -f cos’ i (X...T,) + 535, cos’ .> = 0 . 

Wenn man zu ihr die Keciprokalgleiebiing bildet uml die 
Coeflk'ienlen der Gleiebung durtdi a,,, 0^3, a,,. a,^, a.^^, be- 
zeicbiiel, so erbält inan die entsprecbende Piinklgleicbung in 


der Form 

(Art. 208.) 





"12O24O 

34 ^ 1 * "t* ®2.30 

1 10340 ' 2 ^ 

+ "I30 

,40.44X3’ -|- «,.40330,3X4’ 

+ (oi2“u 

— " 23“24 — 

Ol 3 “S 4 ) 

(a,2X,X| 

-f 

fl, 4X3X3) 

+ (“ 23 " 2 t 

013034 

"120I4) 

(fl.j3X.4X4 

+ 

fl.. 4 X,X 3 ) 

+ (« 13«.34 

— n,.,«,, — 

023024) 

(fl„.T 3 X 4 


" 340 ^ 1 * 2 ) == 0 - 

229. 

Die Gleiebung der 

einem * 

Tetraeder umgesebriebenen 


Kugel kann am einfacbslen in folgender Art erhallen werden ; 
Seien //,, A... A3, A, die den vier Seilenfläciien des Tetraeders 


,T| = 0, 


0 , X3 = 0 , Xj = 0 entsprechenden Höhen des- 


selben, mul erinnern wir, dass für ein ebenes Dreieck A, A^ 
mit den Höben A, , A.^, A3 die Gleichung des iimgescbriebenen 
Kreises in der Form geschrieben werden kann 

^ + -JA ” ' 

sobald die Xf als die senkrechten Abstände von den Seiten auf- 
gefasst werden. Offenbar ist aber für einen Punkt in der Fläche 
X, = 0 das Verbällniss x, : p^ dasselbe, ob wir x, und />, als 
Normalen in der Ebene x, = 0 oder auf die Linie x, = x^ = 0 
belrarblen. Wir sind also dazu geführt, die Gleichung der iim- 
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)(usrliriel)eiicn Kugel in der Form 

V3 V, » •+ '•=+ A ,/'4 

zu schrei Leu, welclic eine Fläche zvvcilen (ir.ides hezeirhiiel, 
deren Sehnitl tnil jeder der Fiindnnienlalehenen der dein enl- 
' sprechenden Dreieck umschriebene Kreis ist. 

Wenn man diese (deichung in rechtwinklige Carlesische 
Coordinaten überführt, so ergeben sich die toeflicienten von 
x^, y’ und gleich der negativen Einheit. Wenn wir also die 
(Koordinaten eines Punktes in dieselbe einselzen, so erhalten wir das 
(jiiadrat der von ihm an die Kugel gehenden Tangente. 

Zusatz. Das Quadrat der Entfernung zwischen den Mittel- 
punkten der eingeschriebenen und der nnigeschriehenen Kugeln ist 

, -V,n 

\ /cjAj /13/1, /(,Aj ^ A,A, ~ A,A, A ,A, ) ' 

Die Gleichung einer beliebigen Kugel kann von der Gleich- 
ung der dem Fundainentaltctraeder umschriebenen Kugel nur in 
den Gliedern vom ersten Grade ahwcichcn, welche von der Form 
sein müssen 

+ 53 *:i + ?i^i) ( ' + „’ + + ,/) > 

• '/'I Pi i'v 

in welcher der zweite Factor gleich Null gesetzt die iinendlicli 
ferne Ebene repräsentiert, "enn wir also zur Gleichung des 
letzten Art. das Product die.ser beiden Factoren addieren und die 
Summe mit dei' allgemeinen (ileichung zweiten Grades identi- 
licieren, so erhalten wir durch Elimination der eingeführten (Kon- 
stanten die Itedingnngen, unter denen die allgemeine Gleichung 
zweiten (irades -f- etc. = 0 in den a:, eine Kugel aus- 

drückt; nämlich 

'*22^/ “t" — ^" 2:1 ^'zA, “H “n — 2 »ijAjA, 

.'(j A., 

^ a,,A,2 -f- rtjjAj’ — 2 «12*1 ^ « 11 * 1 ' + «44*4^ — 2 «u*| /»4 

A, A,- A, Ä/ 

^«22*2* + «44 V^_2 «24*2*4 ^ «33*1^ + ~ 2 «aiA^ A^ 

A.^Aj^^ A^ A^^ 

SmlmOD, anal. Geom. d. Raninpa. I. S. Aufl. 1^ 
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2.W. Ks ist iui Art. 214. gezeigt «orilen, das.« man in der 
Bedingung, unter welcher die Khene |,a:,-4-SjXj + 132734-1^x^ = 0 
die Fläche U -{■}. V’ — 0 berührt, eine Gleichung dritten Grades 
in i. erhält, deren Goeflicientcn die Invarianten J, J', S, ß' der 
Schnitte jener Ehene mit den beiden Flächen U = 0 und {/' = 0 
sind. Wenn man nun für eine Curve zweiten Grades und das 
Paar der nnendlirb rernen imaginären Kreispmikte ihrer Ebene 
die Invarianten ß und ß' bildet , so ist (■) = () die Bedingung, 
unter welcher der belracblete kegelscbnitt eine Parabel und 
ß' — 0 die Bedingung, unter welcher er ciiii' gleichseitige Hyper- 
hel ist; es ist endlich = 4 S die Beding’ung, unter welcher 
der Kegelschnitt durch jeden von den imaginären Kreispiinkten 
im Unendlichen gehl. d. i. unter der er ein Kreis ist. 

Wenn wir diese Principien auf die Gleichung einer Fläche 
zweiten Grades in rechtwinkligen Coordinaten und auf die Gleichung 
ä* + >1’ + 4es imaginären Kreises im Unendlichen au- 

wenden, so erhalten wir als Bedingung 6 = 0, unter welcher 
ein ebener Schnitt eine Parabel ist 

(a.j,«33 — Oj,*) + («33a,, — 0,3^) 1/2 (a„ajj — , 

-f- 2 («,30,3 ’l? “I“ ^ 

+ 2 («23 «19 — «93 "12) iv = 0; 

und für die Bedingung 6' = 0, unter welcher derselbe eine 
gleichseitige Hyperbel ist, 

(«22 + “33) 5^ + («33 + «11) »)’ + («11 + «22) 

2 aj3 1 / f 2 a,j If — 2 «12 ^ 1 / = 0; 

während 6'* = 4 6 -f- i/’ -f- f*) die Bedingung ist, unter 

welcher die Ebene durch einen der vier Punkte geht, die im 
Unendlichen einer Kugel mit der Fläche zweiten Grades ge- 
meinsam sind. 

2SI. Wir wissen aus der Theorie der Kegelschnitte, dass 
für 0 = 0 als die Gleichung eines Kegelschnittes in Liniencoor- 
dinaten und a’ = 0 als die entsprechende Gleichung der Kreis- 
punkte im Unendlichen seiner Ebene a -|- ia' = 0 die Gleichung 
eines confocalen Kegelschnitts in Linienconrdinaten ist. 

Nun ist die Taiigcntialgleicbung des Punktepaares, in wel- 
chem der imaginäre Kreis -f- t/^ -j- {* = 0 von der Ebene 

l'x -|- i/'t/ -f- f'z -(- (arv = 0 


Dio Brennininkle el>ener Sclmitte. Art. *231, 


27Ü 


gtiscImiUeii wird, 

(|'2 _[. 4. J'J) 4. + fJj _ (ll- 4 - 4- = 0. 

und die Taiigontialgleirliiuig aller zu dem Scliiiilt von 
’i'x + ify + ™ = *’ 

mit der Fläche 

«,,x’ + a..j!r + «. 13 ^' + «11'"’ = ^ 

(■onfocalen Ivegelsclmitle ist daher 

S’ {("3:i'*ii’/' + "ii"23?’ + 

+ V {{“33«l(« ^ + "ll“33''»’‘') + Ms'- + r-)> 

4- f'* -f- "i/'ii'r + ^ (b- -f y’)} 

4- 0}' (a,.ja.,.,5'- -|- " "i" f '/? 

- ('*23'* II "t" sSSi - ("33"4I ^ 

— 2 — 2 »jjttn’l w i/W — 2rt,j«.,._,t( J’ r/J = ü. 

Wenn man nach den gewöhnlicheii Regeln die Keciproke 
dieser Gleichung hildet, so erhält man sie als das Rroduct des 
Quadrats von {^'x + '/y “h s”* -f" “’m) in 

.{0= 4- 2a w + r- («4_,j74_fZ)e}, 

wo a=0 die Bedingung ausdrnckt, unter der die Kbene f'. 

die gegebene Fläclie zweiten Grades herührl und S', B dieselbe 
Bedeutung haben, wie im letzten Artikel. Indem man den 
bezeichneten zweiten Factor gleich Null setzt, erhält man die- 
jenigen zwei W'erthc von 2, welche den Tangentialgleichungen 
der Brennpunkte des fraglichen ebenen Schnittes entsprechen. 

Beispiel 1. Man soll die llreiuipuiiktc des Schnittes von 
4a*2 4- — 4j5 4_ 1 = 0 mit ,r j/ -f- z = 0 bestimmen. 

Die Gleichung für 2 wird gefunden als 32* -|- 22 = IG. so das.s 
2 = 2 oder = — f ist. Die Gleichung des Artikels für = 1/ = J 
= 1 und die gegebenen Werlhe von On, «33. ist 

« (_ 3 4- 22) -f 22>i* + (.1 + 22) f* — IGw* — 2 (4 -f 2) .,f 
- 2 (1 + 2) S| -f 2 (4 - 2) 5./ = 0, 
also für 2 = 2 specicll (| -f 2ij — 3f)* — 16o>* = ^ d. b. die 
Coordinaten der Brennpunkte respcclive gleich + i t> “H i* 
andere Werth von 2 gibt die imaginären Brennpunkte. 

Beispiel 2. Man soll den t)rt der Brennpunkte aller Centralschnilte 
der Fläche zweiten Grades ax- -|- biß -|- cz* -(-1=0 hesliuiuieii. 
Indem man 0/ = 0 setzt, wird die Gleichung für 2 gefunden wie folgt: 
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lediicicrt, liinl die liuordiiinloii des lireiiiipiiiiktc.s sind dalier 

I' >)' S' ’ 

fl ‘ fl -|- X* e -f- X' (fl -|- X) (A -f- X_1 fc 'd'X} 

Wenn man aus den er.slen drei Uleichungen für r/', f' aullösl und in 
die Uleichung für'X sultstitniert, so riliält man 

(nx’ -|- hy- -f- ci^) ^ + .v’ -j- i*) = 0; 

die Aullösung der leisten Uleichung für X und Sulisliluliun in den Aus 
druck für nr gielil endlich die Gleichung des Orlc.s 

(.T'' + ;/’■+ I*) [hea:'-* {(«—%* + (o — + 

Cfli/* |(h — (* — ") ■}* — “) ~h (® — y* }■ 

= »’.{(« — h) y’ + (« — c) } 

/ (/i — r) z"‘ + (h — a) a’l { (c — a) a:^ + (e — h) y’}; 

der Ort ist also eine KKlchc achter Ordnung, die das Cenlrum der Fliehe 
zwcilcn Grades zu einem vielfachen (Ufachen) Punkte hat. Die linke Seite 
der Gleichung kann In der einfacheren Form 

{x'‘ -|- y’ -f- r’) (war’ -j- hy’ -1- cz*)| a {b — <‘)-y^z’ -j- ^ 

-|“ (" — 

geschriehen werden. Mie Tangenlencliencn im vielfachen Ceniralpunkt 
bilden 3 Paare, von denen eines, das der cyclischen Ebenen der Fliehe 
zweiten Grades, allein reell ist. Die Azen der Fläche zweiten Grades sind 
doppelte und isolirte Gerade in der Fliehe und sie enthält überdies noch 
eine andere imaginäre Gerade. Jede cyclische Ebene schneidet sie nach 
einer do|ipellen und zwei dreifachen geraden Linien. Die Fläche hat drei 
asymptotische Kegel, deren einen aus dem Centruin über dem imaginären 
unendlich entfernten Kreise, den zweiten als den Asymptolenkegel der 
Fläche zweiten Grades, und den dritten als einen Kegel vierten Grades, 
für welchen die Axen Doppelerzcugendc sind, beide letzteren reell in dem 
Falle der llyjicrholoide.^“) 

Beispiel 3. Man .soll den Ort der Brennpunkte der zu einer Axe der 
Fläche parallelen Schnitte bestimmen (z. B. = 0). 

Die Gleichung, welche in diesem Falle in Faeloren zerfallen 
muss, ist 

r' {(<^ + X) >r + {!> + X) .?'" + bc<o"^} + + X) r* + aca^} 

+ s' {{« + X) ip + flhfo'ä } + (ci/^+ — 2 (« + ;.) Vr»is 

— 2 caij bl tj(o — 2 ab^m fw = 0 ; 

und die Bedingung der Zerlegbarkeit 

{« -f- X) abcia"^ — 0. 

Dieser Bedingung unterworfen wird die Gleicbuug 
t,c(fl+X)}('^ + ') V* + [b + X) + hca.'^j= + 
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so dass rf == h<j, f' = cz, am’ = {a X)n.' ist und durch Substitution 
dieser Werthe in die Kedingungsgicichung (o-f-i) 4" 

erhalten wird. .Man erliJll also endlich durch Substitution in 

bc {a 4- A) a= (c + X) ^ 4- (6 + A) p + bcm'^ 
die Gleichung des verlangten Ortes 

4" (** — 4y*4"^''i'* — ^4'* — «hc.r^J = 

(« — c]y^ 4 " {" — 

OlTenhar können die Methoden dieser letzten Artikel direct auf Gleichun- 
gen in tctracdrlschen Coordiiialen .angewendet werden. 

232. Die in den Art. 366 — 373. der ..Kegcisclin.“ entwickelte 
Theorie der metrischen Relationen überträgt sich nalurgemäss aus 
der Ebene und dem ihr entsprechenden Strahlenhündel in den Raum. 
Der absolute Kegelschnitt fordert eine absolute Fläche zweiten Grades, 
Jede Gerade als Funktreihe bestimmt mit ihr zwei Schnittpunkte 
und für irgend zwei Punkte in derselben, die von diesen ver- 
schieden sind , ist die Distanz durch das Doppelvcrhältniss be- 
stimmt, welches sic mit jenen liefern (a. a. 0. Art. 368); jede 
Gerade als Ebenenhüschel zwei Tangentenebenen, deren Doppel- 
verhältniss mit irgend zwei Ebenen ihres Büschels die Distanz 
d. i. den Winkel dieser Letzteren liefert. Die Deflnition des 
Kreises a. a. 0. (Art. 370.) giebt die Deflnition der Kugel als einer 
die absolute Fläche nach einem ebenen Qucrschnitl berührenden 
F'läche zweiten Grades; der Pol dieser Ebene in Bezug auf die- 
selbe ist das Ceiilrum der Kugel. 

Diejenigen linearen Transformationen des Raumes, durch 
weiche die absolute Fläche so in sich selbst übergeht, dass die 
beiden Systeme ihrer Geraden umgeändert bleiben, ents|)recben 
den sechsfach unendlich vielen Bewegungen des Raumes; sie 
lassen die Maassverliältnisse ungeändert. Wenn die x,- durch neue 
Variable x,' ersetzt werden, die in linearer Abhängigkeit von ihnen 
stehen, so kann nach Art. 40., 1. diese Abhängigkeit durch Be- 
ziehung auf das Tetraeder der sich .selbst entsprechenden Punkte 
in die einfache F'orm x/ = a/Xi gesetzt werden, und eine Fläche 

zweiten Grades Oua:,'* 4“ • • • 4 “ 2o,.^x,'xj' 4 " = 0 

geht über in ana,*x,* -f- . . . 2 o|ja| 0 .^,x.^ 4 " = 0 

und beide sind identisch, wenn man hat ana,at = pan, was mit 
nnahhängigcn a,- nur möglich ist für a,-.- = 0 ; sollen dann etwa 
a, 3 , e /34 nicht Mull sein, so muss 0,03 sein und 
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rtjj — ^1-1 — **33 — **34 

(ulor ilie Fläch« isl 2 (o| 5 ar, 0:3 -j- = 0. Di« Erieugen- 

(l«ii von .T|a ;3 -)- o^nor, =.0 sind nach Art. 109. da.s riiic System 
(liii-cli j, + ia-j = D, a-, — A.Vj = 0 lind das andere durdi 
a:, 4" '*•*^1 “ ‘'*'2 — ^•*'3 “ ** ansgedrnckt; man sieht, dass 

sie hei der geuähllen Traiisforinalion nngeändcrt hieihen. Fnr 
die Transronnalion a;,'=M,.T 3 , x-j — u^x^, Xj=a^X),x\ = afXf 
gellt dagegen ilas eine System derselheii in das andere filier. 
Die Determinant« der Snhstitntion isl ini ersten F'alle dem posi- 
tiven, im anilern Falle dem negativen l’rndnele der gleich. 
Die sechsfach niiendlichc Vielfachheit sehen wir in der Willkür- 
lichkeil des Einheilpunktes und in der Sechszahl der windschiefen 
Vierecke ans den Kanten des F'unilaincnlal - Tetraeders ansgc- 
drnckt. 

In Dezng auf die reellen FMemenle des Raumes erhalten wir 
wesentliche Verschiedenheiten der Maasshcslimmung. jenachdem 
wir die ahsulule Fläche als imaginär oder als reell und im letztem 
F’alle jenaehdem wir sic als als Regelflfiche oder als Nichlregel- 
fläche voraussetzen. Die Maassbeslimiiiung für die imaginäre 
absolute F'läche ist in Uebereinstininuing mit der der elliptischen 
Geometrie; die Winkelsumiue jedes ßüschels und die Länge jeder 
Geraden ist eine endliche Grösse ; für eine reclleNichtregeinäche erhält 
man im Innern derselben die Maasshestimmung der hyperbolischen 
Geometrie und das Acussere ist durch Bewegungen unerreichbar. 
Die Geometrie des .Maasses für eine reelle Regcifläcbe als absolut 
ist unentwickelt. 

Wenn die absolute F'läche in einen imaginären Kegelschnitt 
degeneriert, so erhalten wir die Maassbestinmiung der parabolischen 
oder Euklideischen Geometrie, endliche Winkelsumme im Büschel 
und ein unendlich ferner Punkt in der Geraden. Die vorbezeich- 
neten linearen Transformalioncn gehen in die Bewegungen des 
Raumes im gewöhnlichen Sinne über, bei denen das Absolute, 
der imaginäre Kugelkreis der unendlich fernen Ebene ungeändert 
hleihl. 

233. Wenn vier F’lächen zweiten Grades gegeben 
sind, so ist der Ort eines Punktes, dessen Polarebenen 
in Bezug auf dieselben sich in einem Punkte schneiden, 
eine Fläche, welche als die Jacohi'sche F'läche des 
Systems bezeichnet werden kann. 
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Denn man hat zur Bildung der Gleichung dieses Ortes zwi- 
schen den Gleichungen der vier Polarchcnen in Bezug >anr die 
Flächen. 

r/=0, r = 0, ir = 0, r" = 0 also zwi.schen 
-f- V.,x., ^J^x^ = 0, 

f/,V, -f V.:x., + y/a-, + U^x^ = 0, elc 
die a:, , x^, Xj, x^ zu eliminieren und erhrdl als Ausdruck des 
Ortes das Versrhwinden der Determinante 2’ -|- tf, U,’ U L\"', 
d. i. der Jacohi'schen Fiinctionaldeterminante des Systems der 
Flächcngleichungen. (Vergl. „Kegelsciiu.“ Art. 3G0.) 

Der l'ragliehc Ort ist also eine Flächt; vierter Ordnung. Es 
ist ollenbar, dass, wenn die Polaren eines heliehigen Punktes in 
Bezug auf die vier Flächen f/ = 0, </ = 0, ü" = 0. U"' — 0 
sich in einem Punkte schneiden, die Polare in Bezug auf 
At/ -f* I^V -j- vU" -f- Ttlf" = 0 durch denselhen Punkt gehen 
wird. Die Jacohi'sche Fläche des Systems ist auch der Ort aller 
der Punkte, welrlie ilic Scheitel der Kegel zweiten Grailes sind, 
die das System XV (ilf -f- vü" nU'" = 0 enthält. 

Deshalb ist der Ort der .Scheitel aller Kegel zweiten Grades, 
welche durch sechs gegebene Punkte gehen, eine Fläche vierter 
Ordnung; denn für f/=0, [T = 0, V"=0. U"'—0, als die Glei- 
chungen von vier Flächen zw eiten Grades, w elche durch sic hindureh- 
gehen, kann jede andere Fläche zweiten Grades, welche sic enthält, 
durch kü -t“ tiU' -|- vü" -f- 7tU'" = 0 dargestellt werden, als 
welche die drei unabhängigen Conslanten enthält, die zur voll- 
ständigen Bestimmung der Fläche nothwendig sind. Es ist geo- 
metrisch evident, dass diese Fläche vierter Ordnung auch durch 
jede der fünfzehn geraden Verbindungslinien der gegebenen Punkte 
und durch jede der zehn Geraden geht, in welchen sich die durch 
je drei jener Punkte bestimmteii Ebenen schneiden. Man zeigt auch 
leicht, dass die durch jene sechs Punkte bestimmte Gurve dritter 
Ordnung in ihr liegt. 

Wenn die Gleichung W iiV’ vü” nü'" = 0 zwei Ebe- 
nen darstellen kann, so liegt die Durchschnittslinie derselben in 
der Jarobi’schen Fläche. 

Haben die vier gegebenen Flächen ein gemeinsames sich 
selbst conjugiertes Tetraeder, so reducirt sich die Jacobi'schc 
Fläche derselben auf die Gruppe von vier Ebenen, welche dasselbe 
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bilden; denn dann sind die Gleichungen der vier Flächen von 
der Form 


+ «22^3* + = 0. elc., 

die DilTerenUale, V^ etc. und die Jacobi’sclie Determinante 

wird 


’ ^|^‘2^2^t* ^ zil ^^11^*22 


33 "jt 


Wenn eine der Functionen V das vollständige Quadrat eines 
linearen Factors L wäre, so ist L ein Factor in den DilTerentialen 
derselben und somit besteht die Jacobi’sclie Fläche aus einer 
Ebene und einer Fläche dritten Grades. Wenn die vier gegebenen 
Flächen vier Punkte in einer Ebene gemein haben, so ist geo- 
inelrisch evident, dass diese Ebene ein Theil der Jacobi’schen 
Fläche ist. Haben sic aber sämmtlich eine ebene Schnittcurve 
gemein, so zählt die Ebene derselben doppelt in der Jacobi’schen 
Fläche und diese besteht aus ihr und einer Fläche zweiten Grades, 
welche jenen enthält. Darum ist die Jacobi’sche Fläche von vier 
Kugeln eine Kugel, welche die gegebenen überall rechtwinklig 
durchschneidet. (Vergl. „Kegelsclin." Art. .355.) 


Wenn eine Fläche des Systems IV -J- pP' -j- vV" = 0 die 
Fläche V =0 berührt, so ist der Berührungspunkt nothwendig 
ein Punkt des hier belrachleten Ortes und kann daher nur in 
der Curve liegen, welche die Fläche V'" = 0 mit der Jacobi’schen 
Fläche des Systems gemeinsam hat. Wenn ferner eine F'läcbc 
des Systems AP-|-p{/' = 0 die Durcbschnittsciirve von V" = 0 
und U"' = 0 berührt, d. h. wenn in einem der Punkte, wo 
W + /lU’ = 0 die Curve V" = 0. ü"’ = 0 schneidet, die Tan- 
gentenebene der ersten Fläche die Durchschnittslinie der Tangeii- 
tenebeneii der beiden letzten F'läcben enthält, so ist der Berüh- 
rungspunkt olfcnbar ein Punkt in der Jacobi’scben F'läclie des 
Systems. Es existieren daher sechzehn Flächen vom System 
AP -f pP' = 0. welche die Curve P ' = 0, U'" = 0 berühren; 
denn die Jacobi’scbe Flüche der vierten Ordnung schneidet die 
Schnittcurve zweier Flächen zweiter Ordnung in sechzehn Punk- 
ten. (Vergl. a. a. 0. Art. 3G0.) 


234. Wenn drei FTäcIien zweiten Grades gegeben 
sind, so ist der Ort eines Punktes, dessen Polarebenen 
in Bezug auf dieselben ein Büschel bilden, eine Curve 
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sechster Ordnung, welche die Jacobi'sche Curve der- 
selben genannt wird. 

Denn ein solcher Punkt muss durch seine Coordinateu gleich- 
zeitig die vier Gleichungen befriedigen, welche aus dem System 


U^ . Ui . U3 , ; 

f/,'. Ui', Ui, u; I 

u;'. Ui', Ui", Ui"\ 

durch Gleichselzung der Null mit einer der vier durch Unterdrückung 
einer Verticalreihe zu bildenden Determinanten entsteht; und ein 
solches System repräsentiert eine Curve sechster Ordnung, weil 
die beiden Flächen dritter Ordnung 


jp. . 

Ui, 

Uz 1 


\Ui , 

Ui , 

Ui 

Ui'- 

Ui', 

Uz 

= 0, 

\u;. 

Ui, 

< Ui 

' u". 

Ui", 

Uz" 


\uC- 

Ui', 

Ui' 


die durch das System 


i! Ui- 

Ui, 

ui'] 

!Ui, 

Ui, 

Ui'] 


0 (Art. 134.) 


iiusgedrückte Curve dritter Ordnung gemein haben, die den übrigen 
Flächen dritter Ordnung nicht angehört, und daher mit diesen 
nur eine Curve sechster Ordnung gemein haben können. 

Die Punkte dieser Curve behalten ihre Bedeutung 
f ü" r a 1 1 e F 1 ä c b e n z w e i t e n G r a d e s, welche durch d i c G 1 e i- 
cliung = ausdrückbar sind. (Art. 131.; 135.) 

Sie ist auch der Ort der Spitzen der Kegel, welche diesem 
Bündel oder Netz von Flächen angehören; ein solcher Punkt hat 
für alle Flächen eines Büschels, zu welchem sein Kegel gehört, 
die Gegenebene des bezüglichen sich selbst conjugierten Tetrae- 
ders zur Polarebenc und dieselbe erzeugt für alle solche Büschel 
das Polarebenenbüschcl des Satzes. 

Dieselbe Curve liegt auf allen den dreifach unendlich vielen 
Flächen dritter Ordnung, welche den Ebenen des Raumes als 
Orte der coiijugicrt harmonischen ihrer Punkte (Art. 135.) ent- 
sprechen. Die Jacobi'sche Determinante von vier von einander 
unabhängigen Flächen dieses Gebildes dritter Stufe drückt gleich 
Null gesetzt, eine Regeiflächc achten Grades aus, welche 
von den .Scheitelkanten aller solcher Polarebenen- 
hüschel erfüllt wird**). 
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<1} (*) (3) U) 

SHzt man 2:+ ^ f 4. f. 

so lindi't man ihre Gleirhiiiig in der Form 

(1) I») (ä) «) 

2- + F, F., f., F, = 0. 

Die Ebenen der sicli selbst fonjiigierten Tetraeder der im ^’el^ 
enthaltenen Uüsehel von Flärlien zweiten (Jrades sind die Taiigen- 
lialebencii ilicser Fläehe. 

235. Sowie die Betrachtungen der frfdiereii Art. von der 
Invarianlcn-Natur der r.oeflicienten in der Diseriniinante von 
V XV' = 0 ansgingen, so kann eine andere Reihe von Ent- 
wickelungen an die D ise ri mi n a n I c von XV ftV' 
geknüpft werden; die Coeftirienten der verschiedenrn Potenzen 
von Jt, p, V sind Invarianten des Systems. Unter ihnen sind zwei, 
welche eine besondere Aufmerksamkeit verdienen, insofern sie 
auch Invarianten von irgend dreien unter den Flächen des Systems 
Aff -4- uf/' 4- •'f/" = 0 oder Combinanten sind. Wir wollen 
sie durch I und J bezeichnen. 

Die Invariante I verschwindet immer, wenn vier 
von den Schnittpunkten der Flächen ff=0, O'=0, f7"=0 
in einer Ebene liegen, oder in anderen Worten, wenn es 
möglich ist, Werthe von A, p, v zu bestimmen, für welche 
Aü 4 - pU’ + = 0 der Ausdruck zweier Ebenen ist. Wenn 

wir, wie im Art. 141., die Gleichungen der Flächen in der Form 

U = 4 - «ja:./ + OjV + “1^4’ + 

V ^ 4- oj'a,’ -f «3X3* 4- 4- 

ü" = 4- -f «j'a:,* -f 4- 

schreiben, wo a, 4" “f" *3 “f" *4 + “ 0 ist, so ist zu zei- 

gen, dass 1 das Product der zehn Determinanten (o, a^' a^'), etc. ist. 
Denn es ist (n, o,' «3") x^‘‘ -|- (n^ 0/ a.^') x^ -|- (ojOj'aj") = 0 
eine Fläche des Systems XV (lü' vV" <= 0, welche sich auf 
das System zweier Ebenen reduciert, sobald eine der Determi- 
nanten (n, flj' n,") verschwindet. Daher ist 7 von der zehnten 
Ordnung in den Coefficieiiten von jeder der Flächen. Eben diess 
kann auch in folgender IVeise eingesehen werden; Sind {7=0, 
{/' = 0, {/" = 0, {/"' = 0, vier Flächen zweiten Grades, welche 
durch dieselben sechs Punkte gehen, so hat das Problem, A, p. v 
so zu bestimmen, dass {7 -f- A{7' -|- fi{7" -j- v{7'" = 0 ein Paar 
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von Ebenen tiarslelle, zehn i.ösungen, Ha durch sechs Punkte 
zehn Paare von Ehencu gelegt werden können. 

Man kann alier die (Irösse I auch hesliminen, indem man 
die Invariante / des Systems V (tüf -(- vU^^ =0 bildet und 
darnach für jeden Coeflicienten «,• von U die Verliindung 
substituiert. Das Snhslitniiousresullat muss I im zehnten llrade 
enthalten, da dem Problem zehn verschiedene Werlhe von X als 
I.ösungen entsprechen ; also muss I die CoelTirienten von ü in 
diesem nämlichen Grade enthalten. 

Die Invariante des Systems, welche wir J nen- 
nen wollen, verseil« indet stets, wenn irgend zwei von 
den acht Durchschnittspunkten der Flächen U — 0, 
V' — 0, V" = 0 ziisammenrallcn, d. i. , wenn diese drei 
Flächen in einem ihnen gemeinschafllichen Punkte Tangenten- 
ebenen haben, welche sich in einer Geraden durchschneiden, de- 
ren nächstfolgender Punkt zu allen drei Flächen gemein ist. 
Cayley hat diese Invariante die Beruh riings- (Tact-) Inva- 
riante des Systems von drei Flächen genannt; die in Art. 
202. betrachtete ist die Berührungs-Invariante für zwei Flächen. 
Jeder Punkt dieser Art ist der Scheitel eines Kegels, welcher dem 
System Xü + nV' -f- vif' ~ 0 angehürt. Denn wenn wir ihn als 
Anfangspunkt der Coordinaten und die bezüglichen Tangenten- 
ebenen als X = 0, y — 0, ax -f- fcy = 0 nehmen, so sind die 
Gleichungen der Flächen 

X -f- Uj = 0, y -|- Uj' = 0, ax + iy -f Uj" = 0, 

wenn «j, «./, u^' die Glieder zweiten Grades bezeichnen; alsdann 
ist aber aU hlf — ü ' = 0 ein Kegel zweiten Grades, welcher 
den Anfangspunkt der Coordinaten znni Scheitel hat. 

Diese Invariante J ist vom sechzehnten Grade in den Coef- 
ficienten von jeder der Flächen. Denn wenn wir in dem Aus- 
druck / für jeden Coefficienten a von V das Binom a -|- Xu*’ sub- 
stituieren, wo a*'der entsprechende Coefücient der Gleichung einer 
anderen Fläche U*' = 0 ist, so ist ollenbar, dass der Grad des 
Resultats iii A mit der Zahl der Flächen des Systems 0-|-A£/’* ==0 
übereinstimmen muss, welche die Durchschnittscurvc der Flächen 
V = 0, ü" = 0 berühren; er muss also nach dem, was in Art. 
233. gefunden ward, gleich sechzehn sein. 
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Neunte*« Kapitel. Art. 235. 


Wenn n,x,- + «ja:./ + «^a-/ + + Oja-j’ = 0 

eine Kegelfläclic darslcllt, so genügen die Coordinaten des Schei- 
tels den vier Gleichungen, welche durch Vergleichung der Diffe- 
rentiale nach a;, ar^ mit Null gchildct werden, d. h. wegen 

^■| + -^2 + 3:3 + ^4 + = 0 

den Gleichungen «,a, = «ia:^, Oja-j = «jXj, etc. 

Man kann also durch ^ ^ ^ die Coordina- 

Oj «2 (Ij flj «j 

ten des Scheitels darstellen, und erhält durch Substitution derselben 

in die Relation, welcher die x^ a-^ stets genügen, die Dis- 

criminantc der Fläche in der Form 


- + 
ö| 


i+' 


+ 4- + 


1 


= 0 . 


Wenn wir also die Gleichungen {7 = 0, {/' = 0, {/" = 0 
in der hier gebrauchten Form schreiben, so ist die Discrimi- 
nante von 

lu + fiV + vir = 0 

1 _1_ *_L " "I“ i -1- ' '_L ~ 

A«, -j- fl«, -f vrt, A«j -f- fiflj voj 


Und wenn A{7 -|- ^ilf -|- vif = 0 einen Kegel repräsentiert, 
so erhalten wir durch Substitution der Coordinaten des Scheitels 
in die Gleichungen von einer der Flächen 

- 4- - J_ etc. = 0 

^ (^«2 + !*“■■'+ •'«2 ')’'' 

— - -1- -I- etc — 0 etc 

(A«, + ^o,'+ vo.'V ^ ({«» + K + *'«2T ^ 

Gleichungen also, welche die Differentiale der Discriniinante in 
in Bezug auf A, fi, v sind. 

Wir erhalten also den Satz: Wenn man die Discriminaiite 

von A{7 -f- ft{7' -f- vV" = 0 und darnach die Discriminaiite der- 
selben in Bezug auf A, fi, v bildet, so ist J ein Factor im Re- 
sultat. Man erkennt leicht, dass auch I ein Factor ini Resultat 
sein muss, es ist in der That dasselbe gleich PJ.*) 


•) Cayley hat ein enteprocliendes Theorem für V und K aU ho- 
mogene Functionen rweicT Verilnderlichen vom Grade n gegeben. Wenn 
wir die Discriminante von Xy ^und nachher die Diacriminante 
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288. Für die zu ArL 284. ergänzende ünlersuchnng der Cn- 
varianten des Gebildes zweiter Stufe*”) lU -|- ftj/' -|- vU' = 0 
denken wir die U in allgemeiner Form gegeben, also 


V Oiia",* 2a,,ar,X2 = 0. 

W + . . . + 2a,,'X|Xj + = 0. 


V" - «,,”x|* ctf. = 0. 

Eliminiert man zwischen ibnen und der Gleichung 

|,X, + S2«2 + «3^3 + = 0 

die Verhältnisse der Xf, indem man 

|,x, = - a,x, + IjXj + |,x,) in i'‘U, 
einsetzt und zu den drei so entstehenden ternären quadratischen 
Formen u. u, u' die Resultante bildet, so erhält man das mit 
mulliplicierle F*roducl der Gleichungen der acht Schnittpunkte 
der Flächen ü = 0, V* = 0, ü" = 0 und aller Flächen des 
Netzes (Grundpunkte). Dieselbe ist vom Grade 8 in den Coef- 
ficicnten und somit vom Grade 16 in den so dass die Gleich- 
ung der Gruiidpunkte // — 0 die im Grade 8 enlliftlt. Nach 
An. 361. der „Kegelschnitte'* erhalten wir sie in der Form 

JI ^ 02 _ (542' 

und erkennen die geometrische ßedeiitung des Verschwindens der 


(lersclbcQ in Bezog auf l bilden, so ist das Resultat gleich 
wenn A das Resultat der Kliraination zwischen 0 und F »0 ist; 

wenn ß eine Function vom Qrade 2 (n — 2) (n — 3) in beiden Reihen 
von CocfhcIeDten ist, welche verschwindet, sobald k so bestimmt wer- 
den kann, dass (/ -|- kF zwei Paare von gleichen Factoren hat; und 
wenn C eine Function vom Orade 3 (« — 2) ist, welche verschwindet, 
sobald U -{- kF = 0 drei gleiche Factoren hat. Wenn 1/ und homo- 
gene Fnnctionen von drei Yariabcln sind, so ist die Discriminante nach 
k von der Discriminante von 1/ kF stets gleich Aß*C^^ wenn A die 
Function vom Grade 'Sn (n — 1) in den beiderlei Coefficientcn ist, welche 
die Bedingung der Berührung zwischen «= 0 und F = 0 giebt; wenn 
ß stets verschwindet, sobald k so bestimmt werden kann, dass 
(/ -|- kF bb 0 zwei Doppelpunkte bat, und C, so1>ald es so bestimmt 
werden kann, dass 1/ -|- kF =** 0 eine Spitze habe. Wenn = 0, Fs»» 0, 
H' SB 0 die Gleichungen von drei Kegelschnitten sind, so ist die Dis- 
criminante der Discriminante von kt/ -j- fiF -f- r/F=»0 iu Bezug auf 
M» ** gleich Aß^f wenn A ^ 0 die Bedingung ist, unter welcher die 
Curven sich durchschneiden, und // ** 0 diejenige, unter w'elcher 
kt/ uF -(- rW' = 0 ein vollständiges Quadrat ist. 
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Cuntravariaiilen A’ und 0 in l'olgender Art. Die Ebene 5 ,ar, -f-- • .=0 
schneidet das Flächeiibündul XU -j- fiU' -|- vU” = 0 in einem 
NeU von Kegelschnitten Xu f»i/ -f- eu" = 0, in welchem 
eine doppelUählende Gerade erscheint für .£ = 0 (p. 297 a. a. 
0.). Die Fläche achter Classe X = 0 ist daher die En- 
veloppe der Kegel zw eiten Grades, weiche das Flächen- 
netz enthält. Zn dem besagten Netze von Kegelschnitten ge- 
hört sodann eine Jacohi’sche Curve (a. a. 0 . p. 492) und eine 
Gayley'sche Cnrve (ihid. Art. 360., 6 . n. „Höhere Giirven“ Art. 
176. — 178.) deren zweite Invarianten T (vergl. „Höhere Curven“ 
Art. 222., speciell Art. 230. Schluss) rcspective sind 0 (Z — 32 ö’) 
lind 6 (2’ — 4Ö-) bis auf Zahlenfactoren und Potenzen von 
diese Curven sind also gleichzeitig harmonisch für 8 = 0 oder: 
Alle Ebenen, deren zugehörige Jacohi'schc lind Cay- 
ley’sche Curven gleichzeitig harmonisch sind, berüh- 
ren die Fläche vierter Classe 0 = 0. 


Legt man von einem der acht Griindpunkte, etwa von P, 
die Tangentialebenen an 8 = 0, so berühren sic auch Z’ = t) 
in P; denn für alle und besteht die Identität 


«=l «Si i=l »s. 


•=* dX 
64 2 ^ 

n=l 


und für eine solche Tangentialebene an 8 = 0 fällt daher die 
Gleichung des Berührungspunktes auf 2=0 


dX . , , ■ dTI „ , , 

I, + . . . = 0 mit I, -f . . . 


0 . 


der Gleichung des Punktes P, zusammen. Also gilt der Satz: 
Die den Flächen 2 = 0 und 8 = 0 gemeinschaftlich 
umschriebene developpable Fläche zerfällt in acht 
Kegel vierter Klasse, deren Scheitel die Griindpunkte 
P sind. 

In Folge dessen sind die Gruiidpiinkte acht vielfache Punkte 
in der Fläche 2 = 0. Um den Grad ihrer Vielfachheit zu be- 
stimmen, stellen wir 2=0 in Piinktcoordinateii a;,- dar. Für 
Xoii flau' -f- r«,vi." bn wird die Fläche zweiten Grades 
XU jiU' -j- vU" — 0 ein Kegel mit 2 + * 11622 * 33^11 = 
oder in entwickelter Form mit ^X* -j- B(i* -)- Cv* -f- ...-}- 0. 
Mau erhält aber die Enveloppc aller Flächen des Netzes, die 
diese Bedingung befriedigen, indem man diese letztere als Gieicb- 


Digitized by GoO'Ii 


CüVariunten des FIHcheiibiimiels. Art. 237. 


287 


ung einer Ciirve vierter Orünung in Punktcoordinalen i., v 
betrachtet, ilire Hedproke in den i;, S bildet und in dieser 
die I, »), J durcli U, U', U" rcspecüve ersetzt. Somit ist die 
CIcichung von .£ = 0 in Pnnktcoordinaten (vergl. ,, Höhere Cur- 
ven" Art. 92.) von der Form — '27 T- = 0 d. Ii. die 
Fläche Z=0ist von der Ordnung 24, die acht Grund- 
punkte sind in ihr zwöHTache Punkte und diegemeiii- 
schaflliche Gnrve der Flächen S = 0, T = 0 ist. eine 
Cuspidalcurvu in derselben. 

237. Wir zeigen ferner, dass die Curve 6’ = 0, T — 0 
aus 24 Curven vierter Ordnung besteht. Je zwei F'lä- 
dien des Netzes durclidringen sich in einer Curve vierter Ord- 
nung, welche vier duppeltprojicierende Kegel zweiten Grades be- 
sitzt und die einen Doppelpunkt hat. wenn zwei und einen Rück- 
kehrpunkt, wenn drei derselben zusaniraenfallen (vergl. Art. 2(^., 
205.). Die Fragen nach dem Ort solcher Raumcurven vierter 
Ordnung mit Doppelpunkt und nach denen unter ihnen, die einen 
Rückkelirpunkt besitzen, lassen sich wie folgt beantworten. Die 
beiden Gleichungen 

r/ü — iV = 0, — nU" = 0 

oder was dasselbe ist, die drei Gleichungen 

e*7 = J. pü' = >(, qV" = f 
stellen für alle Werthe von f die sämmtlichen Curven vier- 

ter Ordnung dar, weiche die Flächen des Bündels mit einander 
hervorbringen. Die vier einer solchen durch eine bestiiinnte 
Werthegruppe v;, f bestimmten Curve entsprechenden Kegel 
des Netzes sind für i — 1, 2, 3, 4 durch die Gleichungen 
XiU -I- ii,U' -f v.f/' = 0 

ausgedrückt, wenn die Verhältnisse J,- : n, p, : i/,- aus den Gleich- 
ungen y -f- T/p -|- gv = 0 und Ak* -|- Äp' -j- Cv* = 0 

berechnet werden. Wenn die gerade Linie -)- j/p -f- fv = 0 
die Curve Ak* -f- . . . = 0 einfach oder stationär berührt, so 
fallen zwei oder drei der vier Kegel zusammen und man erhält 
daher mit Rücksicht auf U : U' : i/ ' = ^ ; f die Sätze: 

Die Fläche S* — '27 = 0 ist der geometrische Ort 

aller Curven vierter Ordnu ng mit einem Doppelpunkte, 
welche die Flächen des Netzes mit einander erzeugen. 
Und die vollständige Durchdringung vonS = 0, 2’=0 
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ist die Ge.saiiiinllieil ticr Kaiiiiinirvcii vierter Urdnuiig 
mit einem itückkelirpiinkte. Solrher Ciirren giebt es also 
24. Wenn mann ferner eine (mrve vierter Urdnung des Netzes 
lianiioniscii respeclive ärpiianliarmoniseli oder von gleichen L)op- 
pelverbältnissen nennt, wenn die aus irgend einem Punkte der- 
selben an ihre vier doppcltprojicierenden Kegel gehenden Tangen- 
tialebenen (Art. 13Ü., Deisp.) das Doppelverbällniss — 1 oder 
gleiche fundamentale üoppelverhällnisse haben (vergl. „Kegelschn." 
Art. 338., 1.; 340.), so hat man nacli Art. 92. „Höhere Curven" 
die Sätze: Der Ort aller Curven vierter Ordnung von 
gleichen fundamentalen Doppelverhältnissen im Flä- 
chennelz zweiten Grades ist die Fläche achter Ord- 
nung S = 0. Her Ort aller harmonischen Curven 
vierter Ordnung ist die Fläche zwölfter Ordnung 

r = 0. 

Hie geraden Linien auf den Flächen des Netzes werden jede 
von unendlich vielen Flächen oder ebenso vielen Curven vierter 
Ordnung desselben in je zwei Punkten einer Involution geschnit- 
ten und von zweien unter ihnen berührt, und die in einer Ebene 
liegenden unter ihnen bilden daher die dein Kegelschnitlnetz in 
derselben zugehörige Cajiey’sche Curve; ebenso liegen die durch 
einen Punkt gehenden auf einem allgemeinen Kegel dritter Ord- 
nung oder die Gesammtheit dieser Geraden bildet einen Com- 
plex dritter Ordnung und Klasse (Art. 53.). Denkt man 
die durch einen beliebigen Punkt des Itaumes T gehenden Flä- 
chen des Netzes und die Grundcurve des von ihnen gebildeten Bü- 
schels, so sind die von P iiacli den Punkten dieser Curve gehen- 
den Geraden die Erzeugenden jenes Kegels. Der Ort aller dem 
Netze angehörendcu Curven vierter Ordnung mit einem Doppel- 
punkt ist daher zugleicli der Ort der Spitzen aller derjenigen 
Compiexkegel, welclie eine Doppelerzcugende besitzen. Die Flä- 
chen S == 0, T = t) sind daher die geometrischen Oerler der 
Spitzen aller der Compiexkegel, welche von gleichen fundamen- 
talen Doppelverhältnissen oder welche harmonisch sind ; ihre ge- 
meinsame Curve ist der Ort der Spitzen der Compiexkegel mit 
Itückkehrkantc. Betrachten wir aber die von den Linien des 
Complexes in einer Ebene umhüllte Curve, so hat sie als Cayley'- 
sche Curve des Kegelsclmittnetzes lu -f- pn' -j- vu" = 0 dieser 
Ebene eine Doppellangente nur bei verschwindender Discriminante 
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ilcrselbeii, il. Ii. Itisi juif eiueii Ziihlttiil'aclur und eine l‘uteuz von 
bei (ö- — 64£y Z = 0; man erkennt daraus, dass die dop- 
pelt gezählten acht (irundpunkte und die Fläche .S' = 0 die En- 
veloppe der Ebenen bilden, deren l'.onifilexcurven eine lluppcl- 

langenle besitzen. Man nennt die Fläche 2.’=0odcrSä 27r*=0 

aus beiderlei Ursachen die Singnlaritätenfläche des Coni- 
pl ex es. 

Man sieht, wie alle diese Fragen in die Untersuchung der 
Flächen höherer Ordnungen und Classen hinübergreifen. 

238. Man soll die Gleichungen zweier F' lachen zwei- 
ten Grades U = 0. U' = 0 auf die einfachste Form 

+ a-j’ + X3*-fa;,'' = 0. a,,x,’-|-ajjX./-|-a33X3^-|-a,,X4*=0 

reducieren. 

Die Werthe der Gonstanlen a^^, a.^j. «jj, sind Beisp. 1. 
des Art. 202. als die Wurzeln der biquadratischen Gleichung 
_ 0^1 _|_ _ 07 4- = 0 

gegehen. Man lindel sodann durch Aullösung der vier Gleich- 
ungeii 

«II («} 2 « 33 +«M"jl+«tJ« 2 j)-ri*+Pt'' •= T. 

«II («22“h“33“l"«4l) J-'|^“l"6lC-= T', «j,X,*-j-etC.= U' 

die Werthe von Xj*, Xj*. X 3 ^, x,* in Gliedern der bekannten 
l'iinctionen U, V, T, T' , Genau gesprochen müsste man zuerst 
V und ü' durch die vierte Wurzel von z/ dividieren, um sie auf 
eine Form zu reducieren. in welcher die Discriminanlc von V 
gleich Eins ist. es kommt aber auf dasselbe Hesultat hinaus, hei 
unverändertem V und U' die T und T' als aus ihren läiefncien- 
len berechnet durch /I zu dividieren. 

Beispiel 1. M.iii soll ilie Cleichuiigeii 

llxj''* llxj* Gx,’^ 24 .rjXj -f- 22x.,a-, — 20.r,x.^ 

+ + 4 X 3 X, = 0 . 

2;')x,2 - lOxj^ _ 15 x 3 ^ — 5.17^ ^ 88x3X3 + 46 x,x, - SOx.x.^ 
— 10 x,x, -f- lO.TjX, -|- 18 .r 3 a-, = 0 
auf die Noriiiaironn reducieren. 

Die Rcciproken dieser lileichimgcn sind 

-f lOSG^j’'* -f 8 . 50 sV — 324 s, + 212O5..I3 + -»^X^SsSi 

— 5201,^3 _ 1801, 1, -f 2f)88|.3l, -f 198 o4j, = ((, 

.39501, ^ + SO<V + 27.50|3'<-97205,'’ -f 1 12<K)s,|, + dltUO^^, 
— 4160|,|., -f 25920|j|, -f- 162004,13 = 

ä»lmun, anal. Opom. d. Haumaa. I. JJ. Aufl ly 
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2IM) 

llrt; liii|uailnili$die lilcidmiig zur brsliuimiiiig vun A isl 

8UX) {A« — 10A= + 35A’ — 50A + 24} = 0; 

•'S sind also «,,, , «53. respeclive gleich I, 2, 3. 4. 

Üariiacli sind T und T' zu hcredinen nach ilcn Furuidn 

T — x ^‘ — «i2'') + 433'(n||n33— «13') + 4, «43 «,4-) 

-f 24 j3' («,|"23 — "|3“ij) + ^‘^1* ('»ll«2J— "i;“!!) + ^ ^3/ {«u“34 

“ 1 3"n)} “t"®*®' “t" { 4| 1 («1 1O23 a , 3« 1 2) -|- A ^^ (ö44<«23 ®2 1®34) 

-f-><24 [a-naj'x “22°34) "1“ ^34 (“34“23 ®33“2|) 

+ 4,3' (023(213 — «33“12)“I" 4,2'((l23«i2 — “22“l3)+423 (<»23* 

+ 4|4 (2ai4023 ®12®34 "13“24)} “t“ ®^®‘> 

T“ = .Tj^ ■(422 ®22 ^12 **) “i" ®^®’ 

und man erhSll durch liivision der so bcreclinclen Werlhc mit z/ (=8 100) 
die Besliiuinungsgleichungen für X,’, Aj*. wie folgt : 

A',’ -f- A'j® -|- A 3 ’+A,*= 5 x,^ — 11x2’ — llx,'' — 6x4^4-24X213 
-j- 22X3X, — 20x|Xj -|- 8X2X4 -f- 4x3X4 . 

AV + 2AV + 3AV-f 4A7 =25x,*- 10xj2- 1 5 x 3»- 5x4^-f-38x2x-3 

-f- 46X3X4 3 ÜX,X 2 10X4X4 -j- 10X2X4 -)- 18X3X4, 

9A-,2-f 1 6 Aj'^4- 2 1 Aj^'-I- 24AV'' = 1 6 IX4’— 100x2=- 135x3=- 55x,* 
4- 306x3X3 4- 342x3X4 — 250x4X2 — 70x4X4 -|- 7O.CJX4 4- 126x3X4, 

26A'4=4-38A2=4-42A',=4-44A4==280x,=-300x2=-360,r3=-]70x4= 
772x3X3 4-776x3X4 — 628x4X3 — 108x4X4 -f- 180 xjX4 -|- 252x3X4. 

ilanti ergiehl sich aus 24£/ — 4“ 7’’ — T der Werth 

6A'4= = — 6 (2.r, .3x2 — ^■'^s — 2x4)=. 

Und in analoger Weise 

X2-’ = — (x, -f 2x3 — 3x34-2x4)=. A’3 = = (3x, — X 2-t-X3--X4)=. 

'l’l’ = (®l 4- a-2 4- X3 -f X4)=. 

Beispiel 2. Schreihen wir die Gleichung des Systems in der Korni 
B — i{/' = 0, und seine Discriminante 

= ^ _4A0 4- GA=<P — 4A=0' 4- ~f(X), 

so ergieht sich für B als Determinante der Substitution die Discriminante 
des transformierten Systems 

B\f[X) = (A4 - A) (Aj - A) {A3 — A) (A4 - A): 

d. h. die Wurzeln der biijuadratischen Gleicbiing /'(A; = 0 sind die Werthe 
der Cueflicienten ((,4. ... in der transformierten Form, 

Selzen wir sodann 
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0 


■- 



C 1 

'' > 

^1 y 


^3 » 



4, . «1, 

— A«|,', 


rt |3 A«,J . 

«ir 

— A«„^ ! 

(A) -- ' 0 |.^ 

An, 2 . 


“■J3 A«-23 . 


Aöj, ! 

1 »:)• "la 

— An,j . 

**33 ^*^23 » 

”33 AOss . 

«34 

Aoj, ; 

l|, "u 

—An,,', 


«„-Anj/. 

»44 

— A./ 44 ' 


so erlialtt'ii wir iliirdi «lie lrans|>()niorle Sulisiitulion «iantis 


0 , 

Vi • Vi . 

'/:■ • 'h 

’/f 

A, — A , 0 , 

II , (1 1 

/-‘■'.fgW — ' '/j. 

0 , A.2-A . 

0 , 0 ' 

i V3' 

0.0. 

A,,— A . 0 

: »Q. 

0,0, 

0 , A,— A I 

= - (A,-A) (A 2 -A) (V 

-A; (A,-A) 

*1 — 

' 1 <Jt* 1 I 1 ' 1 v' ( 

-A+A,-A + W+1.-At 

itnd durch Subslitulion der Werlhe von A = 

A, , etc. nach iler Gleichung 


/•(A) = 0 

= - (A 5 -A,) 

/?’.()p(Aj) = ~ (-1,— i,) (ij— Aj) (^4— Aj) 'h‘ «‘<=- 

woraus sicli die »),■ liesliiiiiiien, weil nacli den lieiden Ausdrücken von f[k) 
durch die Relation J‘ H‘‘ — 1 das (Juadral der Oelerniinanlc der Sidisti- 
lulion gegeben ist. 

Sind endlich 

^i — ßnyi + ßii!h + ßi3V:i + ßityi • '/■ == +/*2'sj + Ma + f^f 54 

die Suhslitutionen , welche den l’ehergang in die Norinalforni hewirken, 
so werden die vorigen Gleichungen 

und diese gehen (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 357.) über in 

tileiciiungen, aus denen durch tlie Vergleichung der Goeflicienten gleicher 
l’otenzen von | auf ihren beiden Seiten die zur Resliinmung der ßn nöthi- 
gen lledingungen hervorgehen. 

ln dieser Form gilt die Entwickelung für i)nadralische Formen in 
heliehig vielen Variabein. 

Heispii’l 3. Nachdem gezeigt wonlen ist, dass die Grössen a:,’, Xj'*, 
"a:,* in Function der Ausdrücke U, U , T, T' ausdrückbar sind, so 
folgt, dass das Quadrat der Jahobi’schcn lletcrmiiiante iles E'Uchensyslems 
ebenfalls aus jenen mit Hilfe der Invarianten bestimmt werden kann. Has 
Resultat der Rerechuung ist 

10 * 
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p = — ö n”’' — 

_(_ if ?■’+ [»<!> — 3&J) r-‘T' + {e&—4JJ')TT"‘ 

* — 

_[. u }<ß-i—2J'<t>) r"‘+(ö'<f — 3©^)r’7'+(«©'— 4J^')r'7’’ 

* — z/©'r=} 

+ /Jf/2 ^(7»’ — 2©© -f 2^^) 7-» — (©'(/>— ;5©^/')r7'' + (fJ'/"’} 

+ jv^ |(</>2 — 2©©’+2j^)r'’- T-r+öi^r} 

^ f /(©’»— 2^0) — (0'0-— 2©©''^-f5©'.i/' <4—00 ;»') U'^ÜJ 

4- (©V0_20ä^ - 6)0' .4 4- 4<4'.4’) — ^j"’eo^} 

-f- r' 7(0-— 240) — (002 — 2©'0'^+504<4'— 0'04) £/’t^<4' 

_|_(«".!*_2, />•-',/_ OH'4'4-444'2) 4ü£/'2— 424 ' 0 'y'»} 

_|_ + 424'3f/2 — i/i/'’42 |0'2 — 3 0'04' + 304'2| 

— {©' — 3004 + 30'42| 

+ 44'f/»f/'2 |03 — 3044" + 30’4' + 30’’4 — 300'0}. 

239. Ilie Rciluclioii auf die l’ortn einer Summe von Quad- 
ralen, welclic nach dem Vorigen ITir zwei quadralisclie Fimrtio- 
ncn von ii Variabein im Allgemeinen möglich ist, kann ancb auf 
die G leie Illing eines Sl ralilencomplcxes vom zweiten 
Grade und dicdieCoordinalen p,todery,t verbindende Relation zwei- 
ten Grades aiigewendel werden; es ist der Fall n = 6 in specieller 
Form. Wir wollen die sechs neuen Variabein durch a;„a-j ..., 0 :^ 
bezeicbiien, so dass die conslaiile Relation in die Form 

a-|2 -j- xj^ 4- Xj‘ 4- ^'l’ + ^5^ + 

übergellt, während die (ileicliung des Gomplexes vom zweiten 
Grade in 

/i^x^'‘ 4- /.-^x^^ 4- ... 4- Ä(.ar/ = 0 
übergeführt werde. Es ist zunächst die geometrische Redeutiiiig 
der neuen Variabein klar zu stellen. Die Xi als lineare homo- 
gene Functionen der /),* respective y,*, stellen gleich Null gesetzt 
lineare (Komplexe dar, welche wir als die sechs Fiindamental- 
Gomplcxe bezeichnen wollen. Damit ist die Bedeutung der x,- 
als Bestimmungsniittel der Geraden durch Art. .'S!, gegeben. Die 
näheren Beziehungen der Fundamenlalcomplexe erkennt man 
aber in folgender Weise. Ist jede der Gleichungen 
o,X| 4- . . . . n^a,; = 0, 4- ■ • • • + 

die Gleit Illing für einen linearen Gomplex , so liefert die Substi- 
tution ihrer Goeflicienten «, re.spective i, in die conslante Rela- 
tion der Stralileiicuordinaten je einen Ausdruck 


Der nllgeineiiic C'oinplex zweiten Grailee. Art. 239. 2‘J3 

«r’ + • • • • + “n'- <',’•••■ + 6,j’, 

tieii man die liivariaiile des ()o in |i I ex e» nennen kann, und 
dessen Vcrsrhninden t'inssagen würde, dass der Complex aus allen 
den Stralden bestünde, die eine geyebene gerade Linie sclineiden. 
(Vergl. Art. 52.) Betrachtet man aber die uuuslante Relation 
als eine bilineare Function der x,- und ersetzt in derselben die 
einen Xf durch die a,-, die andern ilurcli die 6,, so erhält man 
den Ausdruck 

n,i, -f- « 2 &., + . . . + , 

die simultane Invariante der Cumplexe. Für unsere Fun- 
damcnlalcomplexe sind die Invarianten sämmtlicb der positiven 
Einheit gleich, die simultane Invariante je zweier derselben ist 
aber gleich Null. Kies drückt nun eine besondere Beziehung der 
Fundamentalcomplexe zu einander aus, die als Involution be- 
zeichnet worden ist. Kenkcn wir nämlich die beiden Directricen 
der durch die beiden Complexe bestimmten Congruenz oder des 
gemeinsamen Strablensysteins erster Ordnung und Classe, so bil- 
den ilie beiden Punkte, welche in den Complexen einer bestimm- 
ten Ebene entsprechen, im Falle ihrer Involution mit den Schnitt- 
punkten derselben mit seinen Directricen eine harmonische Gruppe. 
Dreht sich eine Ebene um eine Gerade der gcincinschaniirheu 
Congruenz, so bilden die ihr in den verschiedenen Legen ent- 
sprechenden Piinktepaare eine invnlutorische Reihe in dieser Ge- 
raden. Einem jeden der beiden Punkte, welche durch die zwei 
Complexe in einer heliehigeti Ebene bestimmt werden, entspricht 
in demselben noch eine zweite Ebene; diese Ebene ist für beide 
Punkte dieselbe, d. h. die Ebenen und die F'iinktc des Raumes 
ordnen sich mit Bezug auf zwei lineare Complexe in Involution 
in Gruppen von zwei Ebenen und zwei anl' der Durchsrhnitlslinie 
derselben liegenden Punkten. 

Liegen aber drei lineare Complexe gegenseitig in Involution, 
so ordnen sich die Ebenen und Punkte des Raumes zu Tetraedern 
zusammen, welche sich in Bezug aul die durch die drei linearen 
Complexe bestimmte Fläche zweiten Grades cotijugiert sind. Die 
drei in einer Seitenfläche eines solrlnm Tetraeders liegenden Ecken 
desselben sind die dieser Ebene in den drei Complexen entspre- 
chenden Punkte und die drei in einer Ecke zusammenstossenden 
Flächen eines solchen Tetraeders die jenem Eckpunkte respective 
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riiLspri'cliendcii Ebenen. Die Direrlricen der Congrtienz der bei- 
den Eiindamenlaleomplexc a-, = 0, a:j=0 baben die Coordinaten 
ea, = l. ea:j = + i, (>ar 3 == 0 , pa-j = 0 , 93:5=0, 93-, = 0 , 
d . h. die Direclricen der Coiigrucnz zweier Fundameiitalconiplexe 
gehören den vier übrigen Kundanienlalcuiiiplexen an. 

Die Gleirbting o-,’ -f- a:.,^ = 0 oder die gleichgeltende 
■^3’ + ^ *‘*^'*1 somit die Gesamnitheit der 

geraden Linien dar, welclie eine der beiden Direclricen schneiden ; 
denkt inan also die fünrzebn =^.6.5 linearen Cnngrucnzen, 
welche die sechs Fnndanientalcuinplexc erzeugen und ihre dreissig 
Direclricen, so werden je zwei znsamniengebörige der Letzteren 
von zwölf der übrigen geschnitten; insbesondere werden für 
die drei Congrnenzen, welche von allen sechs Fnndainental- 
complexen abliängen, die Direclricen jeder von denen der andern 
geschnitten, oder dieselben bilden die sechs Kanlen eines Tetrae- 
ders. In der Tliat geht a;,* -f .... -j- a:6*=0 für y^=x^-\-ix^, 
yj = •'»^1 — ^3 = ^3 + Vi =2:3 — »a:,: y^=x^-\-ix^, 

th = — yi^s + y-iVA + ViVt = 0 über. Da sich sechs 

Elemente in fünfzehn Arten in drei Haare tbeilen lassen, so bil- 
den die dreissig Dircctriccn die Kanlen von fünfzehn Fundamen- 
talletraedern, deren Flächen und Ecken sämmtlich von einander 
verschieden sind. 

Je zwei zusammengehörige Direclricen gehören als Gegen- 
kanlen dreien dieser Tetraeder an, die übrigen 3 . 4 Kanlen die- 
ser Telraedcr sind die zwölf Direclricen, welche sic schneiden. 
Je zwei der drei Haare von Hnnklen, welche diese in einer der 
beiden Direclricen bestimmen, bilden eine harmonische Gruppe, 
sie sind also nie alle drei reell; dasselbe gilt für die bezüglichen 
Seitennächenpaare der Tetraeder. 

Die 1770 .Schnittlinien der 6f.l Tetraederflächen oder Vcrbiii- 
dnngslinien der 60 Tetraederecken werden gebildet von den 30 
durch je 6 Flächen und je 6 Ecken heslimnilen also 15fach zäh- 
lenden Directricen, von 320 geraden Linien, auf welchen je 3 der 
Ecken liegen und durch die je 3 der Flächen gehen (die also 
dreifach zählen), und von 360 geraden Linien, welche je zwei 
dieser Ecken oder Flächen bestimmen. 

Je drei der sechs Fundamentalcomplexe, z. li. ar, =0, a:2=0, 
33 = 0 oder 1, 2, 3 bestimmen eine Fläche zweiten Grades, 
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nämlich ihre eine Regelschaar; die andern drei hestiinmeii ofTen- 
bar dieselbe Fläche durch ihre zweite Regcischaar. Da sich die 
6.5.4 

sechs Cuniplexe auf j— ^^-’-gOder 10 Arten in zwei Gruppen 


von drei theilen lassen, so werden durch die Fiindamentalconi- 
plexe 10 Fundainentainiichen zweiten Grades definiert. Je zwei 
zusammengehörige der 30 Directricen gehören vieren derselben 
an; sechs derselben enthalten je vier der Kanten eines Fuiula- 
mentaltetraedcrs, in Bezug auf die vier Ohrigen ist das Tetraeder 
sich selbst conjugierl. Die Fundamentalfläche (1, 2, 3) = (4, 5, 6 ] 
wird dargestellt, indem inan ausdrückt, dass eine gerade Linie die 
Fläche berührt, d. h. durch a-,* -j- x.? + = f* 

0 : 4 ^ + ^ 6 * + = 0 ; denn für f^ = Ö, = 0, ^ == 0 als 

drei lineare Complexe, ihre Invarianten und A^^, . . . 

als ihre simultanen Invarianten ist die Cuniplexgleichung des durch 
sie bestimmten Hyperboloids 


0 , 

A. 

/i ' 


/•.. 

^11, 

^iji 

■^13 


v< 2 |. 

■^ 22 ’ 

• 4 j.i 

/•3I 



■^33 


240. Die geraden Linien, die Ebenen und Punkte des Rau- 
mes gruppieren sich in Bezug auf die sechs Fundamentalcomplexe 
zu geschlossenen Systemen. 

Sind « 1 , . . . die Coordinaten einer Geraden, so ist 
a,“ -j- ....-{- flj* = 0; eine Relation, wcche durch Zeichen- 
Wechsel der Coordinaten nicht gestört wird, und also für jede der 

2^ = 32 Zeichencombinationen + 0 |, +“3 gerade 

Linie giebt. Die geraden Linien des Raumes gruppieren sich zu 
32, die in gegenseitiger Beziehung stehen. Indem man sich aus 
dem Schema 


X, Xj X3 X4 Xj Xg 

-ha, +«2 i"ci 

die zweigliedrigen Determinanten gebildet und gleich Null ge.setzt 
denkt, erkennt man, dass von den 32 Linien 


2 . 15 mal 16 einem Complex, 

4 . 20 „ 8 einer Cougruenz, 

8 . 15 „ 4 einer Fläche zweiten Grades 
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aiigcilüreii, «o ilor 32 (5pradfii auf 15 der ersten, 20 der 
zweiten und 15 der letzten liegt. 

Die 32 Geraden Iheilen sich in zwei (iriippen von Ui, jc- 
naclidein von iliren Goordinaten eine gerade nder ungerade Zahl 
gleiches /eichen hesilzt; wenn von einer Geraden aus einer der 
beiden Gruppen eine ehene Giirve erzeugt wird, so hewegcn sich 
die 1.5 übrigen Linien derselben Gruppe gleichfalls um ehene 
Gurven, indcss die IG Linien iler andern Gruppe sich um feste 
Punkte drehen und also Kegelllächen erzeugen. Gegen eine Linie 
der einen Gruppe sondern sich die der andern Gruppe in solche, 
welche ihr in Bezug auf die sechs rundamenlalcomplexe, und 
solche, welche ihr in Bezug auf die zehn Fundamenlaiflächen cun- 
jugieii sind; die Goordinaten jener ersten untei'scheiden sich von 
denen der angenommenen Geraden durch einen Zeichenwechsel, 
die der letzten durch drei derselben. 

Sei die Gleichung des Strahles, der vom Fuudamentalpunkl 
nach dem einer gegebenen Ehene in Bezug auf den Coniplex 
a'* — 0 entsprechenden Punkte derselben geht, also auch die 
seines Durchslosspunktcs in der Ebene ,4, 

"till + "tiSj + = *'• 

so verschwindet wegen 

+ V + • • • + •3^0’ = 

der Ausdruck 

Kill + "izlz + 

d. h. (vergl. Ali. 58., Beisp.) es liegen die sechs Punkte, die einer 
beliebigen Ebene in Bezug auf die sechs Fundaiuenlalcomplexe 
entsprechen, in einer Gurve zweiter Ordnung. 

Ebenso sind diu sechs einem beliebigen Punkte entsprechen- 
den Ebenen Tangentialcbcuen desselben Kegels zweiter Glasse. 

Die hesonderen Ebenen charakterisieren besondere Lagen die- 
ser Punkte; für eine eine Tiindainenlaltläche berührende Ebene 
vcrtheilcn sie sich auf die beiden Erzeugenden der Fiindamental- 
lläche, welche die Ebene enthält. 

Die sechs Punkte, welche einer gegebenen Ebene in Bezug 
auf die sechs Fundamentalcomplexe cnlsprechen, seien 1, 2, 3, 4, 
5 , 6; einem jeden derselben entsprechen ausser der gegebenen 
fünf weitere Ebenen, und da die Ebene, welche 1 in ^2 ent- 
spricht, mit der Ebene zusaimnenf|llt, welche 2 in ar, entspricht. 
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so giebl dicss iui Ganzen 15 neue Kbencii, welche die gegebene 
in den Verbindungslinien der sechs Punkte schneiden. Die drei 
Ebenen (2, .3), (3, 1), (1, 2) schneiden .«ich in dem Pol der ge- 
gebenen Ebene in Bezug auf die FundamenialMäche (1, 2, 3) und 
da diese mit der Fläche (4, .5, 6) idenlisrii ist. .so sclineiden sich 
die Ebenen (5, 6), (6. 4). (4, 5) in demselben Punkte. Die sechs 
Ebenen, welche diesem Punkte in den Fniidamentalcomplexen 
ar, = 0, Xj = 0, . . ., a:,; = 0 entsprechen , fallen mit den 
Ebenen (2, 3). (3, 1). (1, 2). (5, 6), (6. 4). (4. 5) zusammen 
und bilden also einen Kegel zweiter ('.lasse, wie diess auch aus 
der Betrachtung des Sechsecks 123456 hervorgebl. 

Mit Bezug auf die Fundainentalcomplexe gruppieren sich die 
Ebenen und Punkte des Baumes zu in sieb geschlossenen Syste- 
men von 16 Ebenen und 16 Punkten. In jeder der ersten liegen 
sechs der 16F‘unktc, durch jeden der letztem gehen sechs der 16 
Ebenen; jene auf einer Curve, diese auf einem Kegel zweiten 
Grades. Wenn eine der Iß Ebenen gegeben ist, so findet man 
die 16 Punkte, indem man die ihr in den sechs Fundaniental- 
coniplexen entsprechenden Punkte und ihre in Bezug auf die zehn 
F'niidamentainächen genoinmenen Pole, bestimmt. 

Die 16 Ebenen eines solchen Systems schneiden sich in 120 
Geraden, welche auch die Verbindungslinien der 16 Punkte sind ; 
sie sondern sich in 15 Gruppen zu 8, die je denselben beiden 
Fundamentalcomplexen angebören und für welche also die Direc- 
tricen derselben gcmeinscbaftlicbe Transversalen sind. 

Wenn eine der 16 Ebenim duich einen der 60 Eckpunkte 
der Fundamentaltetraeder geht, so gehen die 16 Ebenen zu vier 
durch die Ecken des fraglichen Tetraeders und die 19 Punkte 
liegen zu vier in den Seitenlirichen desselben. 

Wird der Gomplex zweiten Grades auf eines der 15 Fiinda- 
menlaltetraeder bezogen, so geht nach der Substitution 
|J^ — ar, -{- iXj, etc. 

in Art. 239. seine Gleichung in die F'orm über, welche ausser 
den Quadraten der Strahlencoordinaten — schreiben wir r,* als 
Vertreter .sowohl der p,* als der — nur die Doppelproducte 
von solchen enthält, die sich auf gegenüberliegende Kanten des 
Tetraeders beziehen; nämlich 

+ • • • + «34 + 2-^r.,yr,,j + 2/fr,yr„j 
-j- 2 CCya = 0. 
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In diese Form lässt sich die Gleichung eines Complexes vom 
zweiten Grade durch Transformation der Coordinateii stets üher- 
führen; die constante Relation der Strahlcncoordinaten wird durch 
dieselben Substitutionen in sich seihst Iransformiert. Sie zeigt, 
dass die gegenüberstehenden Kanten des Tetraeders einander als 
Polaren in Bezug auf den gegebenen Cnmplex rertauschbar ent- 
sprechen. Diess gilt also von allen zusammengehörigen der 30 
Kanten solcher Fundamcntaltetraeder. 

Von den 6ü Eckpunkten und 60 Seitenflächen der Funda- 
mentaltetraeder entsprechen sich die zusammengehörigen gegen- 
seitig als Pol und Polarebene In Bezug auf den Complex^"]. 

Itie Singularitätenfläche des Complexes vom zweiten Grade 
kann erst im zweiten Bande besprochen werden. (Vergl. Art. 237.) 



X. Kapitel. 

Kegel und sphärische Kegelschnitte. 


241. Wenn ein Kegel — gleichviel von welchem Grade — 
von einer Kugel diirchschiiitteii wird, welche seinen Scheitel zum 
Ccnirum hat, so wird ofTeiihar der von irgend zwei Seiten des 
Kegels gehildete Winkel von dem die entsprechenden Punkte, der 
Kugel verhindenden Bogen eines grössten Kugelkreises gemessen. 

Ist der Kegel vom zweiten Grade, so wird die Durchschnitts- 
ciirve als ein sphärischer Kegelschnitt bezeichnet. Die 
Analogie vieler Eigenschaften der Kegel zweiten Grades mit ent- 
sprechenden Eigenschaften der Kegelschnitte tritt dadurch deut- 
licher hervor, dass man jene als Eigenschaften sphärischer Kegel- 
schnitte aulTasst. "J 

Genau gesprochen ist die Durchschnittslinie eines Kegels n'"' 
Ordnung mit einer Kugel eine Gurve 2n'" Ordnung, aber wenn 
der Kegel mit der Kugel concentrisch ist. so kann diese Gurve 
auf unendlich vielen Wegen in zwei symmetrische und gleiche 
Theile zerlegt werden, von denen jeder als einer Gurve n''"' Ord- 
nung analog betrachtet werden kann. 

Denn jedem in einer Halbkugel liegenden Punkte der Durch- 
schnitlscurve entspricht ein diametral entgegengesetzter Durch- 
schnittspunkt in der andern Halbkugel und somit jedem Curven- 
zweig in der einen ein vollkommen symmetrischer in der andern. 

Dieser mehrfachen Möglichkeit der Theilung ent- 
spricht es, dass wir einen sphärischen Kegelschnitt 
ebensowohl als ein Analogon einer Ellipse als einer 
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HyiMM'hel lieli'aclileii küiiiieii. Her kegfl ztteileii (.railes 
scliiifidcl die concentrisrhe Kugel in zwei giciclieii einander dia- 
metral enlgegcngeselzlen gesrhlosseiien Ciirven. Kine der Haupt- 
elienen des Kegels scliiieidet keine von lieiden (liirven und die 
lletraclitiing der Halbkugeln, in welche durch sie die Kugel zer- 
fällt, zeigt uns ilie f.iirve als eine geschlossene und der KIlipsc 
analog. Für die Halhkugeln, welche den ilie Curve schneidenden 
Hauptehenen des Kegels entsprechen, liegt je eine Hälfle der zwei 
entgegengesetzten (äirven in einer und inshesondere hildet die die 
Focallinieii des Kegels nicht enthaltende Haiiptehene (Art. 151) 
Halhkugeln, deren jede eine ans zwei entgegengesetzten Zweigen 
hestchende einer Hyperbel analoge (lurve enthält. 

Die Hurehschnittscurve einer heliebigeii Fläche zweiten Gra- 
des mit einer concentrischen Kugel ist olTenhar ein sphärischer 
Kegelschnitt. 

242. Man hat die s])härischcn Curven vermittelst sphäri- 
scher Goordinatcnsystenie untersucht, welche nach Analogie 
des Systems von Cartesius gebildet sind. Man wählte zwei sicli 
rechtwinklig durchschneidende grösste Kreise OX und 0 Y als 
Coordinatenaxen und lallte von einem beliebigen Punkte der 
Kugel P Normalen PM , PN auf dieselben; da diese Normalen 
nicht, wie hei Cartesisehen Goordinaten in der Ebene, den ihnen 
gegenüberliegenden Seiten des V'iereeks OMPN gleich sind, so 
ist cs von unterscheidendem Einflüsse in der Ausfübruiig des sphä- 
rischen Coordinatensystems, oh wir die Normalen PM, PN selbst 
oder die von ihiieu in den Axeii gebildeten Abschnitte OM, ON 
als Goordinaten ansehen. 

Gudermann hat in seiner Abhandlung über die Sphärik^^) 
die Tangenten der Abschnitte OM, ON als ('.oordinaten gewählt. 

Wenn man die Tangentenchene, der Kugel im l’unkte. 0 be- 
trachtet und die Schnittpunkte A/,, A',, /*, der geraden Verbindungs- 
linien des Gentrums und der Punkte M, N, P mit dieser Ebene 
be.stimmt, so sind OA/|, ON, ilie. Gartesischcii Goordinaten des 
Punktes /', und zugleich die Tangenten der Rogen OM, ON. Da- 
her ist die Gleichung einer sphärischen Gurve in dem Coordinaten- 
system von Gudermann in der That nur die Gleichung der 
ebenen Gurve nach Gartesischen Goordinaten, in welcher der 
aus dem Gcntruin der Kugel über der sphärischen Curve beschrie- 
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bene Kegel von der Taiigenteiieliene des Anrangspiuiktes 0 ge- 
schnillen vrird. 

Und wenn wir die simis der Normalen PM , py als (Koordi- 
naten wählen, so erliellt in derselben Art, ilass die (lleicbimg 
einer spliärisrlien (Kurve in solchen (Koordinalen mit der (Kleichnng 
der OrlliogonalprojecUon ilieser Cnrve auf eine der Tangenlen- 
ebene im Punkte 0 parallele Ebene übereinslininit. 

Uns scheint es jedoch, dass die Eige n sch aft en sphäri- 
scher Ciirven einlächer und dii-ecter als aus den IKIeichungen 
irgend welcher ebener Curven, in die sie projiciert werden kön- 
nen, aus den Gleichugen der Kegel liervorgehen, welche 
sie mit dem Centrum verbinden. 

243. VVenn die (Koordinaten irgend eines Punktes P der 
Kugel in die Gleichung einer durch das als Anfai^spunkt der 
(Koordinaten gedachte Cenlrum gehenden Ebene substituiert wer- 
den, welche die Kugel in einem grössten Kreise AD schneidet, so 
bezeichnet das Resultat dieser Suhslitution die Länge, der von 
l' auf diese Ebene gefällten Normalen oder den sinus des sphä- 
rischen Bogens, der durch P normal zu dem grössten Kreise AB 
gelegt ist. 

.Mit Hilfe di eses Princips können die (.leichungen von Ke- 
geln in einer Art, welche genau der Interprelationsmcthodc für 
die Gleichungen ebener Curven entspricht, als Ausdrucksfnrmen 
fiir Eigenschaften sphärischer Curven interpretiert werden. 

VVenn nändich nun a = 0, ß = 0 die Gleichungen zweier 
durch das Centrum gehenden Ebenen bezeichnen, Gleichungen, 
die man auch als diejenigen der durch sie in der Kugel bestimm- 
ten grössten Kreise bezeichnen kann, so repräsentiert 

o — AjS = 0 

einen grössten Kreis, für welchen die sinus der Normalen, die 
man von einem beliebigen unter seinen Punkten auf die grössten 
Kreise « = 0, jS = O fällen kann, in einem constanten Verhält- 
niss stehen, d. i. einen grössten Kreis, dessen Ebene den von 
jenen beiden Ebenen gebildeten Winkel in zwei Theile zerlegt, 
deren sinus in eben demselben Verhältnisse sind. 

Es hezeicimen ferner a — kß — 0, « — k'ß = 0 Bogen, 
die mit a = 0, ß = 0 ein Büschel von dem Uoppelverhältniss 
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k : k' bilden, und sjietiell « — AjJ = U, « kß = 41 Bogen, 
welche niil jenen ein hannonisdies llnsrhel beslimmcii. 

Es ist zn bemerken , dass für A als den Mittelpunkt eines 
Bogens A B der vierte liarnioniscbe Punkt B' zu Ä, A und B 
ein von a' um 94**’ entfernter Punkt ist. Denn wenn wir diese 
Punkte mit dem Cenlrum C verbinden, so ist CÄ die innere und 
daher nothwendig CB' die äussere Halbierungslinie des Winkels 
ACB. Wenn umgekehrt zwei entsprechende Punkte eines har- 
monischen Systems von einander um 90“ entfernt sind, so ist 
jeder von ihnen gleich entfernt von den beiden andern Punkten 
des Systems. 

Endlich mag hier erwähnt sein, dass für x, y, z als die 
Coordinaten irgend eines Punktes der Kugel die Gleichung 
xx' -j- yy -j- 22 ’ = 0 

den grösste^ Kreis darslellt, der jenen Punkt zum Pol hat, weil 
sie die Gleichung der dnri h das Genlrum gehenden Norinalebene 
zur geraden Verbindungslinie jenes Punktes mit dem Geulrutn ist.* 

244. Nach dem Vorigen können wir die bei ebenen Dreiecken 
augeweudele Methode*) direct anl sphärische Dreiecke übertragen. 

Wenn also' o = 0, ß = 0, y = 0 die drei Seiten eines 
sphärischen Dreiecks bezeichnen, so sind 
la — tnß — tiy 

die Gleichungen von drei sich in einem Punkte schneidenden 
grössten Kreisen, die von den Eckpunkten des Dreiecks aus- 
gehen, und 

tnß -\- ny — /a = 0, ny -j- /« — «>ß = 0, la mß — ny = U 
die Gleichungen der Seilen des neuen Dreiecks, welches durch 
die Verbinduugsbögen der Durchscliniltspuukte dieser Kreise mit 
den respcctiven Gegenseiten des gegebenen Dreiecks entsteht; 
endlich la -|- mß -j- ny — 0 die Gleichung des grössten Kreises, 
welcher die Durch.schnittspunkle entsprechender Seiten dieser bei- 
den Dreiecke mit einander verbindet. 

Die Gleichungen a = ß — y repräsentieren die drei Halbie- 
rungslinien der Winkel des Dreiecks, und wenn A, B, C diese 
Winkel selbst bezeichnen, so ist leicht zu erkennen, dass wie 
bei ebenen Dreiecken 
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« cos A ~ ß cos B — y cos (' 
die drei Höhen des Dreiecks ausdrücken. 

Es bleibl ferner wahr, dass, wenn die Normalen von den 
Erken eines ersten Dreiecks auf die Seilen eines zweiten sich in 
einem Punkte schneiden, aucli die Normalen von den Ecken des 
zweiten auf die Seilen des ersten durch einen Punkt gehen — 
ganz wie bei ebenen Dreiecken. 

Die drei dureb die gegenüberliegenden Ecken gehenden Hal- 
bierungsbögen der Seiten sind ausgedrOckt durch 
tt sin A = ß sin B = y sin C. 

Der Bogen 

« sin ^ si” + y s'” 0 = 0 

gebt durch die drei Punkte der Seilen des Dreiecks, in denen 
Jede durch die gemeinschaftliche Halhieriingslinie der beiden an- 
dern Seiten geschnitten wird, d. i. durch diejenigen Punkte der 
Seiten, von denen jeder um 90“ von der Mitte seiner Seite ent- 
fernt ist; denn 

« sin + |3 sin /? = 0 

schneidet = 0 in zwei Punkten , welche in Bezug auf ihre 
DurchschnitLspunkte mit den Linien o = 0, /S = 0 harmonisch 
conjugiert sind, und da der eine von beiden der Mittelpunkt 
. jener Strecke ist, so ist der andere nach Art. 243. um 90'' von 
ihm entfernt. 

Aus dem Gesagten folgt, dass der Durchsebnittspunkt von 
« sin -j- ^ sin 5 -f- y sin C = 0 
mit irgend einer Seile des Dreiecks der Pol des zu dieser Seile 
normalen und ihren Mittelpunkt enthaltenden grössten Kreises 
ist, und dass der Durchsebnittspunkt der drei Normalen dieser Art, 
d. h. das Centrum des umgeschriebenen Kreises, der Pol des 
grössten Kreises 

« sin A ß sin y sin C — 0 
ist. 

Die Gleichungen der Verbindungslinien der Dreiecks- Ecken 
mit dem Centrum des umgeschriebenen Kreises werden in der 
Form gefunden 

“ ^ ß ^ y 

sin ^ (ß -f .sin i (C-f 5) sin ^ (.-(-t-ß— C) 
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240. Die Dcilhigiing, uiiler weither zwei grösste Kreise, 
ax -f* *.'/ -f" ^ "I“ cz = 0 

rechtwinklig zu eiiiamler sind, ist ofTeiibar 
an' -j- hb' -f- er = 0; 

und die Snhsliliiliun tler Wertlie von a, ß, y in Fiinrliun der 
X, y, z liefert die analoge Itedingiing für die dtirr.h 

aci -f- 6|3 -f- cy = 0, au -f- h'ß c'y = 0 

dargeslellten grössten Kreise in der ganz der planinietrisclien ent- 
s|ircehenden Form 

aa' -^bb' -\-cc' — (6c’-f-A’c;C0Sy4 — (cn'-|-cV/)cos^— (rt//-f-(('ö)rus6’=0. 

In analoger Weise lindet man den sinus des durch einen ge* 
gehenen Punkt gehenden und zu dem Bogen 

n« -(- öji -[- cy == 0 

iiornialen Bogens, indem man die Coordinalcn des Punktes in die 
linke Seite dieser Gleichung einsetzt und das Suhstilutionsresultat 
durch die Quadratwurzel von 

„s _|_ ftJ _|_ — 2bc cos A — 2cn cos 1! — 2 ab cos C 

dividiert. 

24G. Den vorigen Zurückweisungen auf das ebene Dreieck oder 
die dreiseitige Ecke schliessen wir im LIehergange zu Gleichungen 
zweiten Grades eine solche an auf die Entwickelnngen des Art. 
1 10. über die auf derselben hyperboloidiscben Fläche liegenilen 
Geraden iles Tetraeders. Wenn man durch das Centrmn einer 
Kugel zu den vier Höben des Tetraeders und den vier Erzeugen- 
ilen tlessclben IIy|>erboloiils von dem zweiten Systeme Parallelen 
gezogen denkt, so bestimmen dieselben acht Punkte eines 
sphärischen Kegelschnitts, und zwar sind die der vier ersten 
die Pole der vier Seiten eines sphärischen Vierecks 
lind die der vier Lciztern die Ilühendurchschnittspunkte 
der vier aus den Seiten desselben gebildeten sphäri- 
schen Dreiecke. 

Für das ebene Viereck, als .tuf einer Kugel von unendlich 
grossem Halbmesser gelegen, verschwinden die Pole der vier 
Seiten in der niiendlich entfernten Geraden und die vier Höhen- 
durchscbnittspiinkte liegen ilaber auf einer zweiten Geraden. 
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Wir helracliteii daiiii zuerst die Clcirlmiij; 

ay = »1/3- 

elieiiso «olil als Gleieliiing eines Kegels vom zweiten Grade, für 
welchen die Ebenen o = 0, y = () Tangentenel.enenen sind 
während die Ebene /3 =-0 beide lierübrnngsseiten dei-selben ent- 
hält; wie als Gleichung eines .sphärischen Kegel.sihnilts. fnr den 
die Hogen « = 0, y = 0 Tangenten und der Ilogen jS == 0 
die zugehörige Gerührungsselme hczcichuen. Die Gleichung sagt 
nflenhar aus, dass das l'roduct der sinus der Normalen, 
welche von einem beliebigen Punkte des sphärischen 
Kegelschnitls auf zw ei seiner Tangentenhogen gefällt 
werden, zu dem Quadrat des sinus der von demselben 
Punkte auf den üerührungshogen gefällten Normale 
in constantem Verhältniss steht. 

Ebenso drückt die Gleichung ay = AfA aus, dass das 
Product der sinus der von einem Punkte eines sphä- 
rischen Kegelschnitts auf zwei Gegenseiten eines ihm 
eingeschriebenen Vierecks gefällten Normalen zudem 
Producte der sinus der von ihm auf die beiden andern ' 
Gegenseiten desselben gefällten Normalen in einem 
constanten Verhältniss steht. Und man leitet aus dieser 
Eigenschaft ganz ebenso wie in der Theorie der Kegelschnitte das 
Gesetz von der Gleichheit der lloppelschnittverhäll- 
nisse der Strahlenhüschel ab, w elche vier feste Punk te 
eines sphärischen Kegelschnitts mit irgend einem 
fünften Punkte desselben verbinden; ebenso natürlich 
auch übertragen sich die Beweise einer grossen Zahl anderer hier- 
mit verbundener Tlieorimie von den ebenen auf die .sphärischen 
Kegelschnitte. 

247. Wenn n = 0, ^ = 0 die Ebenen der Krei.s8chnilte 
oder die cyclischen Ebenen eines Kegels darstellen, so ist nach 
Art. 10.T. die Gleichung desselben von der Form 

+ y* j’ = a«/3, 

und die Anwendung der vorigen Interpretation auf dieselbe zeigt, 
dass das Product der sinus der von irgend einem Punkte 
eines sphärischen Kegelschnits auf seine cyclischen 
Bogen gefällten Normalen einen constanten Werth hat. 
Uder; Wenn die Basis eines sphärischen ttreiecks und das Pro- 

8ftlmoiif *11*1. G«om. d. RAame«. I. 2. Aufl. A|. 
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(luft iler fosiims seiner Seilen lickannl sind , so isl der Orl sei- 
ner Spitze ein spliäriselier Kegelsclinitl, welcher diejenigen gröss- 
ten- Kreise zn seinen cjclisclien Dogen hat, deren Pole mit den 
KndpunUen der gegehenen Dasis zusaniuienralle.n. 

Die Form der Gleiclinng zeigt überdiess, dass die cycli- 
schen Dogen sphärischer Kegelschnitte den Asymplo- 
len der ebenen Kegelschnitte entsprechen. 

Ans jeder Figenschaft eines sphärischen Kegel- 
schnitts ergieht sich eine andere durch die Delrach- 
luug dessphärischen Kegelschnitts, welcher dem De- 
ciprokalkegel des gegebenen Kegels entspricht. So 
ward iin Art. 125. bewiesen, dass die cyclischen Ebenen eines 
Kegels zu den Focallinien des Deciprokalkegcis normal sind. Wenn 
wir daher die Punkte, in denen die Focallinien des 
Kegels ■lie Kugel schneiden, die Drcnnpunkle des 
sphärischen Kegelschnitts nennen, so ergieht sich aus 
der in diesem Art. bewiesenen Eigenschaft die andere, 
dass das Product der sinus der Normalen, die von den 
' beiden Drennpunklen auf irgend eine Tangente eines 
sphärischen Kegelschnitts gefällt werden, von constan- 
lem Wert he ist. 

248. Wenn irgend ein grösster Kreis einen sphä- 
rischen Kegelschnitt in den Punkten P, Q und die 
cyclischen Dogen desselben in den Punkten A, B schnei- 
det, so ist .4P — BQ. 

Diese Eigenschaft sphärischer Kegelschnitte ergieht sich auf 
demselben Wege aus dem im letzten Art. Dewiesenen, wie die 
entsprechende Eigenschaft der ebenen Hyperbel bewiesen ist. Das 
Verhältniss der sinus der von P und Q auf a = 0 gefällten Nor- 
malen ist dem Verhältniss 'der sinus der Normalen gleich, welche 
von 0 und P auf fj = 0 gefällt werden; und da jene erstereii 
Norinalen in dem Verhältniss sin ^P : sin AQ zu einander stehen, 
so ist 

sin AP : sin AQ = sin BQ . sin BP, 

woraus leicht die Gleichheit AP = BQ lolgt. 

Es entspricht dieser Eigenschaft ferner die reciproke, dass 
die zwei von irgend einem Punkte an einen sphäri- 
schen Kegelschnitt gezogenen Tangenten mit denje- 
nigen Dogen gleiche Winkel e insc h I i esse n, welche d i e- 
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suii I’iuikl iiiil den beiden II reii ii |iii n k te ii desselben 
verbinden. 

249. Es ist ein speciejler Fall des iin .\rl. 248. gegebenen 
Tbeorems, dass der ztviseben den beiden eycliscben 
Itogcn eines sphäriseben kegelscbniUs liegende Tbeil 
einer Tangente desselben iin Iterülirnngspunkle hal- 
biert wird. 

Han kann diesen Satz ancb mittelst der .Methode des Ihiend- 
lichkleinen ans dem des .\rl. 247. entwickeln, oder ihn endlirh 
direct ans der Form der (ileirhnng der Tangente 

2 {xx -f- i/y -j- zt') = k {aß + aß'] 
ableiteu. Denn diese Form zeigt, dass die Tangente in irgend 
einem Punkte construirt wird, indem man diesen Punkt mit dem 
Durchschnitt seiner nach Art. 248. ihirch * 

+ yii + zz ~ 0 

dargestellten Polare mit <ler (ieraden 

-j- aß' = O 

verbindet, welche letztere Linie die vierte llarmonikale zn den 
cyclischen Bogen o == 0, (J = ü und dem nach ihrem Durch- 
schnitt vom gegebenen Punkte ans gezogenen ist. Da nun der 
gegebene Punkt von dem ibni harmonisch conjngiertcn in Bezug 
auf die beiden Dnrchschnitts|>unkte seiner Tangente mit den cy- 
clischen Bogen des Kegelschnitts um 90“ absteht, so ist er von 
diesen Punkten selbst gleicbweit entfernt. (Art. ’248.) 

.Nach dem Gesetze <ler Beciprocität entspricht dem soeben 
erörterten Satze der andere, dass die Verbindungslinien 
eines Punktes eines sphärischen Kegelschnitts mit 
den beiden Brennpunkten desselben gleiche Winkel 
mit der Tangente des Punktes einschliessen. 

250. Aus dem Unistande, dass der in 'einer beliehigen Tan- 
gente durch die cyclischen Bogen bestimmte Abschnitt im Be- 
rührungspunkte halbiert wird, kann dnreb die Methode des lin- 
endlichkleinen (vergl. „Kegelschn.“ Art. 2B3.) direct erkannt wer- 
den, dass jede Tangente eines sphärischen Kegel- 
schnitts mit den cyclischen Bugen ein Dreieck von 
constantem Inhalt bildet, oder ein Dreieck, für wel- 
ches die Summe der Basiswinkel unveränderlich ist. 
Man erkennt dieselbe Wahrheit trigonometrisch daraus, dass das 
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I’foiltnl iliT simis «1er auf ilie oyclisrlieii llogeii gerällu-ii Nor- 
malen constanl ist. rtenn tveiin wir den Altschnitl der Tangente 
c lind die von ilir mit den cycli.srhcn Itogen gelnldetcii Winkel 
A lind B nennen, so sind die siniis der .Nurinalen auf « und ß 
respeetive 

sin ^ c sin A, sin c sin P; 

lind für das llreieek von der üasis r und den anliegenden Win- 
keln A lind B giebt die sphäri.sclie Trigonometrie 

sin^ J n sin A sin B = — ros S ros {S — C), 
lind da C bekannt ist, so ist auch S, die halbe .Summe der Win- 
kel. bekannl. 

lla^ (iesetz der Ucciprociläl ergiebl dann weiter, dass die 
Su minc der Hogen constanl ist, w ciclie die li renn punkte 
mit einem beliebigen Punkte des sphärischen Kegel- 
schnitts verbinden. 

Üiess Ergebniss kann iiberdiess durch ilie Methode des Un- 
endiiclikleinen ans dem Salze abgeleitet werden, nach welcliein 
die Focalstrahlen des Dernhrungspunktes mit der Tangente gleiche 
Winkel bilden.*) 

251. Wir können umgekehrt den Ort eines Punktes auf 
der Kugelfläche bestimmen , Tür welchen die Summe s e i - 
ner Entfernungen von zwei festen Punktender Kugel- 
fl äche constanl ist. 

Hie Gleiciiung cos (p -f- p') = cos a kann in der Form 
coS‘ p -|- cos* p' — 2 cos p cos p’ cos a — sin* a 


Man kann hierbei besonders deutlich sehen, dass ein sphärischer 
Ke^^elschnitt ebenso wohl nU Ellipse, wie als Hyperbel betrachtet wer« 
den kann. Jede der Focallinieu schneidet die Kugel in zwei diamotrnl 
entgegengesetzten Punkten. Wenn wir daun zwei von ihnen als Brenn- 
punkte wählen, welche in einer und derselben von den gcschlussenen 
Curven liegen, welche der Kegel mit der Kugel bestimmt, so ist die 
Summe der Focaldistanzen coustant. Wenn wir aber für eine der F'o- 
cuidistanzeu FP die auf den diametral ciitgegengeaetztcn Punkt bezüg- 
liche einführen, so ist wegen F' P ^ 180° — FP die Differenz der 
Focaldistanzen constant. 

Wir erkennen in derselben Art, dass eine vcrUnderUche Tangente 
mit den cyclischen Üogen Winkel bildet, deren Differenz constant ist, 
wenn wir für einen der im Anfänge dieses Artikels bctrnchtetcii Win- 
kel sein Supplement cinfiihren. 
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geschrieben «erden. Wenn daher « = 0, jS = 0 die Ebenen 
bezeichnen, «eiche die I’olarebcnen der zwei gegebenen i’unkte 
sind, so isl wegen « = cos q die GIciriiiing des Ortes 

ß- — 2ciß cos a — sin* « {.r* + y* -J- 

Und um zu beweisen, dass die Ebenen « = 0, ß = 0 zu 
den Pocalliiiieii dieses Kegels normal sind, bat man nur zu zeigen, 
dass die zu einer'von diesen Ebenen parallelen Schnitte in iler 
Normallinie zu ihr einen Brennpunkt haben. Sind also a'=0, «"=0 
zwei Ebenen, welche normal zu einander und zur Ebene « = 0 
sind, also durch die Linie hindurcligehen, deren Charakter als 
Focallinie wir nachweisen wollen, so ist wegen 

a* -f- y* -j- I* = «* -j- «’* -j- * 

die Gleichung des Ortes 

sin* o («'* «"*) = {ß — o cos a)*. 

Wenn dieser Ort dann durch eine zu o = 0 parallele Ebene 
geschnitten wird , so ist durch «'* -f- « ^ das (Jnadrat der Ent- 
fernung eines Punktes dieses Schnittes vom Durchschnitt von 
«' = 0, o" = 0 ausgedrückt, und «ir sehen,, dass diese Ent- 
fernung zu derjenigen Entfernung in einem constanten Verhältniss 
steht, in welcher er von der Durchschnittslinie derselben Ebene 
mit ß — n cos 0 = 0 ist. Diese Linie ist daher die Directrix 
des Schnittes für den Punkt («', o") als Brennpunkt. 

Wir erkennen so auch, das die allgemeine Gleichung eines 
Kegels, welcher die Linie ary zur Focallinie hat, von der Form 
a;2 yi = [ax -f 6y + cz)* 

ist; und folgern daraus sodann, dass der sinus der Entfer- 
nung eines Punktes eines sphärischen Kegeischnitts 
vom Brennpunkte zu dem sinus der Entfernung ilcs- 
selben Punktes von einem gewissen Directrix-Bogen 
in constantem Verhältniss ist. 

252. Irgend zwei veränderliche Ta ngenten schnei- 
den die cyclischen Bogen in vier Punkten, welche in 
einem Kreise liegen. 

Denn wenn die Gleichungen Z = 0, M = Q, It = 0 zwei 
Tangenten und ihrcBcrührung.ssehne repräsentieren, so ist£i'lf=Ä* 
die Gleichung des sphärischen Kegelschnitts. Da sie aber mit 
aß ='a:* -|- y* -j- z* 


Digilized by Google 



Z<>hntes KApitel. Art. 252. 


.^in 

idcntiscli sein muss, so isl ttß — LM mit a:’ + y’ -f" 
identisch; und wälirend die letztere Grösse, gleich Null gesetzt, 
einen kleinen Kreis darstellt, welcher mit if = 0 denselben Pol 
hat, so zeiget die Form aß — LM = 0, dass dieser Kreis dem 
Vierseil «LßM iinischrtcben ist. 

Die Reciprociläl ergiehl, dass die Fucalslrahlcn zweier 
Punkte eines sphärischen Kegelschintts ein sphäri- 
sches Viereck bilden, welches einem kleinen Kugcl- 
kreis unigeschrieben ist. 

Aus dieser Kigenschart kann dann mittelst der Bemerkung, 
dass die Summe oder IHlTcrcnz zweier Gegenseiten in einem sol- 
chen Viereck der Summe oder Dilferenz der beiden andern Gegen- 
seiten desselben gleich i.st, der Satz abgeleitet werden, dass die 
Summe oder Dirferenz der Brennpunktsdistanzen für 
die Punkte einer sphärischen Ellipse eonstant isl. 

25.3. Aus den soeben für Kegel bewiesenen Eigeiischaflen 
können ferner Eigensc haften abgeleitet werden, welche allen 
Flächen zweiten Grades angehören. Z. B.: 

Das Product der sinus der Winkel, die eine Er- 
zeugende eines Hyperboloids mit den Ebenen der Kreis- 
schnitte bildet, ist eonstant. 

Denn unter den Erzeugenden <les Asymptolenkegels isl eine 
zu der betrachteten Erzeugenden des Ilyperholoids parallel und 
die Kreisschnilte dieses Kegels sind dieselben wie die des Hyper- 
boloids. 

Da ferner die Focallinien des Asymptolenkegels die Asympto- 
ten der Focalhyperbel sind, so folgt aus Art. 250., dass die 
Summe oder Differenz der Winkel eonstant ist, welche 
eine Erzeugende des Hyperboloids mit den Asympto- 
ten der Focalhyperbel ei nschliesst. 

Ferner, wenn für einen Genlralschnitt einer Fläche 
zweiten Grades eine der Axen gegeben isl, so ist da- 
mit die Summe oder Differenz der Winkel gegeben, 
welche seine Ebene mit den Ebenen der Kreisschriitte 
einschliesst. 

Denn nach Art. 102. berührt die Ebene eines Ccnlralschnilts 
von gegebener Axe einen mit der gegebenen Fläche concycliscfaen 
Kegel und das eben ausgesprochene Theorem ist daher eine Folge 
von Art. 251. 


Kif'ensvhaften allgemeiner Kläijieii 2. Grade«. Art. 2.'i4. 311 


Wir iii.'kuiiiiiicii aber ffir die Suiiiine oder DilTcreiiz dieser Win- 
kel einen .Ausdruck in Fnnclion der gegebenen A.ve, indem wir 
den durch ilire grösste und kleinste Axe gebenden Ilauptscbnitt 
der Fläche betrachten. Wir erhalten die cycli.schen Ebenen, wenn 
wir in denselben die Halbdiirchinesser Oli, OB' cintragen, deren 
Längen der mittleren llalbaxc b gleich sind. Die durch die.se 
Linien und normal zur Ebene der Figur gelegten Ebenen sind die 
cyclischen Ebenen. 

Für irgend einen llalbdiircbmesser a, der 
inil OC den Winkel « einscbliesst, gilt dann 
die Relation 

1 cos'^ a , sin^ n 

..'2 .2 "I ~ t 



Nun ist der llalbdurcbmesser a olTenbar Axe desjenigen 
Schnittes, welcher durch ihn normal zur Ebene der Figur gelegt 
wird, und a ist für a > b die halbe Summe der W'inkel BOA' 
und B'OA', welche die Ebene des Schnittes mit den cyclischen 
Ebenen bildet; es ist dagegen für a b, weil alsdann 0^ 
zwischen den Linien OB und OB' gelegen ist, die halbe Differenz 
derselben Winkel. Und diese Summe oder DilTerenz ist für alle 
Schnitte von derselben Axe dieselbe. Sind daher a', b' die Axen 
eines Ecntralschnittes und 5, S' die Winkel, welche er mit den 
cyclischen Ebenen einscbliesst, so haben wir 


± _ cos^ i (g— y) shi* i- (6 — 6') ■ 

b' ^ C' 

1 0085^(6+«') sin*^(« + 6') 

^2 ' ,2 “T '2 


Durch Subtraction entspringt daraus 


1 



ö r a 


sin 5 sin 9', 


d. h. die Differenz der Quadrate der reciproken Wer- 
Vhe der Axen eines Centralschnittes ist dem Product 
der sinus der Winkel proportional, welche seine Ebene 
mit den cyclischen Ebenen der Fläche einscbliesst. 

254. AVir sahen im Art. 249., dass für zwei sphärische 
Kegelschnitte von denselben cyclischen Bogen der in 
einer Tangente des einen vom andern bestimmte Abschnitt im 
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Berährungspiinkte halbiert wird, und erkennen daraus durch die 
Methode des Unendlichkleinen, dass die Tangenten des einen 
im andern ein Segment von constanter Fläche beslim- 
inen. {Vergl. „Kegelsrhn.“ Art. 263.) 

Wenn ferner zwei sphärische Kegelschnitte diesel- 
ben Urennpunkte haben, so sind die Tangenten, welche 
man durch irgend einen Punkt des äussern von ihnen 
nach d e m i n n e r n z i e h e n kann, g I e i c h g e n e i g t g e g e n d i c 
entsprechende Tangente desersteren in jenem Punkte; 
und es ist daher nach der Methode des Unendlichkleinen (a. a. 
tl. Art. 266.) der Ueherschuss der Summe dieser zwei 
Tangenten über den zwischen ihren Berührungspunk- 
ten gelegenen Bogen des Innern Kegelschnitts constant. 
.Man erkennt diess Theorem als das reciproke von dem, welches 
wir im Eingänge des .Artikels aussprachen und als solches ist es 
in der That zuerst erhalten worden.^’) 

255. Man soll den Ort des üurchschnitts von zwei 
sich rechtwinklig durchschneidenden Tangenten eines 
sphärischen Kegelschnitts bestimmen. 

Die Aufgabe ist identisch mit der anderen auf Kegel bezüg- 
lichen, welche den Kegel zu bestimmen verlangt, der von der 
ilurchschnitlslinie zweier zu einander rechtwinkliger Tangenteu- 
ehenen eines gegebenen Kegels 




+ ^ = ü 


erzeugt wird. Siinl nun die Richtungswinkel der Normalen zu 
diesen Tangentenehenen 

(J', /; a", ß", 

.so erfüllen sie die Relationen 

A cos^ «' -f- ß ( o%* ß' -|- C cos* / = 0, 

A cos* tt" -)- H cos* ß" -f- C cos* y" — 0; 


und wir erhalten überdiess für «, ß, y als die Richtungswinkel 
der ihnen gemeinschaftlichen Normalen die andern Relationen 

cos* u = 1 — cos* «' — cos* a" , etc., 


so dass die Gleichung des Ortes durch Addition der vorigen Gleich- 
ungen in der Form 


vrz 
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Ax^ + By^ + Cz-‘ = (A + B + C) (x^ + + i’) 

gerumlen wird. Derselbe ist daher ein mit dem Recipro- 
kalkegcl des gegebenen con cyclisch er Kegel. 

Es entspricht diesem Ergebniss das reciproke, dass die 
Enveloppe einer Sehne von 90“ in einem sphärischen 
Kegelschnitt ein mit dem Keciproken desselben con- 
focaler sphärischer Kegelschnitt ist. 

256. Man soll den Ort der Fusspunkle der Norma- 
len finden, welche von dem Brennpunkt eines sphä- 
rischen Kcgelschnills auf seine Tangenten gefällt 
werden. 

Die Methode zur Beantwortung dieser Frage ist ganz dieselbe, 
wie sie bei der entsprechenden Aufgabe der analytischen Geome- 
trie der Ebene angewendet wird und die Verschiedenheit tritt nur 
in der Interpretation des Resultats hervor. 

Wenn die Gleichung des sphärischen Kegelschnitts nach Art. 
251. in der Form 

+ y‘ = (< = + *'!/ + 

geschrieben wird, so ist die Gleichung der Taiigenle 

+ !/y = 

und die durch den Punkt a: = 0, y = 0 gehende Normale dieser 
Linie ist durch 

{x — «t') y — t'y' — hl') X = 0 
ausgedrückt. Die Einführung der aus diesen Gleichungen für x' , y , t 
sich ergebenden Werthe in 

a:'2 -f- y'i = n . 
liefert für den gesuchten Ort die Gleichung 

+ >/) {(«- + &’-!) (ar’ + y’) + 2 CI {ax -f by) -+■ = 0. 

in welcher die in den Klammern stehende Grösse, für sich mit 
Null verglichen, einen Kegel bezeichnet, dessen Kreis- 
schnitte der Ebene ; parallel sind. 

257. Wir haben. im Art. 244. erkannt, dass die Relation 

a sin .4 ^ sin Ä -f" y C = 0 

nicht wie in der Ebene eine identische Relation zwischen den 
Norn)alen von irgend einem Punkte aus ist. Es bleibt daher noch 
zu untersuchen, wie die von irgend einem Punkte auf 
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drei feste grösste Kreise gcfällleii Norinaleii verliuii- 
(len sind. Wir haben jedoch diese Aufgabe iiiiplicitc bereits 
gelöst, da jede der drei Normalen das Coinplement einer der drei 
p]ritfernungen des Punktes von den Polen der Seiten des Fundaiiieii- 
taldreiecks ist. 

Sind daher tlurr.b a, b, r die Seiten, durcli A, B, C die 
Winkel dieses Dreiecks bezeichnet, so sind die simis. «, ß, y der 
von irgend einem Punkt auf die Seiten gefällten Normalen durch 
die folgende Helation vereinigt, die nur eine Transformation der 
im Art. gegebenen ist, 

sin^ A -|- sin* /> -)- }•* sin’ C 

-f- 2|3y sin ß sin 6’cosa -}■ sinCsin ./cos6 -j- .-tsinßcosc 
= 1 — cos’ A — cos’ B — cos’ C — 2 cos cos B cos C.' 

In dieser Form repräsentiert die Gleichung eine zwischen den 
sinus der drei Dogen «, ß, y bestellende Relation. 

Wenn wir eine Relation zwischen den Normalen erhalten 
wollen, welche von einem Punkte der Kugel auf die durch 
„ = 0, ß = I), y = 0 

dargcstellten Ebenen gefällt werden, so haben wir nur die rechte 
Seite der vorigen Gleichung mit r’ zu niultipliciercn und erkennen, 
da.ss diese Gleichung in a, ß, y die Transformation der elemen- 
taren Relation 

.r’ 4- 4- = ,.2 

ist. 

Es erhellt daraus, dass die linke Seite der vorigen Gleichung, 
für sich mit Null verglichen, eine Transformation von 

= 0 

und daher der Ausdruck des imaginären Kreises ist, in welchem 
zwei concentrische Kugeln sich schneiden, mit andern Worten 
der Ausdruck des imaginären Kreises im Unendlichen. 
(Vergl. Art. 139.) ' 

2Ö8. Diese Gleichung erlaubt uns, die Gleichung der 
Kugel zu entwickeln, die einem gegebenen Tetraeder ciii- 
geschriehen ist. Wir bezeichnen durch 

« = 0, /J — 0, y = 0, ä = 0 

seine Flächen, und denken durch das Gentrum der Kugel parallel 
zu den drei'ersten unter ihnen Ebenen gelegt, so dass die von 
einem Punkte der Kugel auf sie gefällten Normalen die Werlhe 


Digitiii ibyCoOgle 


Kreise auf der Kugel u. gerade Kegel. Art. 250. 


315 


n — r, ß — r, y — r erhalten. Die Cileiduiiig der Kugel i.sl 
(a — r)* sin’ -j- (ß — r)’ sin’ ß -{- etc. 

== r’ (1 — cos’ J — cos’ /< — cos’ C — 2 cos A cos B cos C). 

Sind dann L, M, .V, P die Inhaltszalilen der vier Flächen, 
so gilt die Identität 

La 4- Mß + .\y + Pd r {L + M + N + P); 
wir können mit Miire dcrselhcn r eliminieren und das Resultat 
ist auf die Form des Art. 229. reducihel. 

259. Die Gleichung eines heliebigcn kleinen Kugel- 
kreises oder auch eines geraden Kegels wird leicht ge- 
funden. Rer sinus der Entfernung irgend eines seiner Punkte von 
der Polare des Centrums ist constant, d. h. wenn « = 0 diese 
Polare bezeichnet, ist die Gleichung des Kreises 
o’ — cos’ p (a;’ -|- y’ -f- j’). 

Da hiernach alle Kreise der Kugel, welche nicht grösste 
Kreise sind, durch Gleichungen von der Form 

ß’ 

gegeben sind, so sind alle ihre Eigensebaften specielle Fälle von 
denen der Kegelschnitte, die mit einem gegehenen Kegelschnitt 
eine doppelte Berührung haben. 

Man kann leiebt die Theorie der Invarianten auf 
solche kleine Kugelkrcise anwenden. Sind 

x’ -)- y’ + i’ — «’ sec’ p = 0 , (S = 0) , 
x’ + y’ -f- — |3’ sec’ p' =0, (S" = 0) 

zwei Kreise, so bilden wir die Bedingung, unter welcher 
ks + S” = 0 

in lineare Factoren zerfällt. Für die Form derselben 

PJ 4- A ’e + k6' J’ = 0 
ist 

J = — tan’ p, J' == — tan’ g' 

6 = sec’ p sec’ p' sin’ P — 2 tan’ p — tan’ p', 
ff — sec’ p sec’ p' sin’ D — 2 tan’ p' — tan’ p], 

für D als die Entfernung der Centra. F’ür zwei Kreise in einer 
Ebene sind die entspreebenden VVerthe 
J = — r-, 

. Ö = />’ — 2r’ — 

e' = /)’ — 24’ — rä. 
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Wenn dalicr eine Invai ianleii-Helaliuii ztvii^ehen zwei Kreisen 
in der Ebene als eine Fnnclion ihrer Halbmesser und ihrer Cen- 
traldistanz ausgedrückt ist, so wird die entspreebende Relation für 
zwei Kreise einer Kugel aus ihr erhalten, indem man für 
r, r, i) die Werthe tan q, tan p', sec p sec p' sin D 
einsetzt. 

So berühren sich zwei Kreise in einer Ebene, wenn die Dis- 
criminante der obigen cubischen Glcicbung verschwindet und die 
Bedingung der Berührung ist daher 

entweder /y = 0 oder /) = r + r'. 

Die der letzteren Bedingung entsprechende Relation fürKiigel- 
kreise ist daher 

tan p + tan p' = sec p sec p' sin D oder sin I) — sin (p + p'). 

Wenn ferner zwei Kreise in einer Ebene dem nSmIiehen 
Dreieck respedive eingeschrieben und umgeschrieben sind, so 
besteht die Invariantcn-Gleichung 

0 '^ = 4 ^ 0 ' 

und es entspringt aus ihr zwischen den Halbmessern und der 
Centraldistanz beider Kreise die Relation 
D"- = B} — 2Är. 

Ihr entspricht für den eingeschriebenen und den umgesclirie- 
benen Kreis eines sphärischen Dreiecks die Relation 

sec* P sce* p sin* /> = tan* P — -2 tan P tan p. 

Wir könnten in derselben Weise die zwischen dem einge- 
schriebenen und nmgeschriehenen Kreise eines sphärischen Poly- 
gons bestehende Relation entwickeln. 

260. ^ach Art. 257. ist die Gleichung eines kleinen Kugel- 
kreises oder eines geraden Kegels in ti'imctrischcn Coordiiiaten 
nothwendig von der Form 

n* sin* .4 -(- |3* sin* B sin* C 
-j- 2ßy sin 5 sin Ccos a -f- 2yosin Csin A cos b -1- 2«|3sin sin 5 cos c 
= (/« -|- mß -f- ny)*. 

Wenn nun der betrachtete Kugclkreis dem Fiindamcn- 
taldrcieck aßy umgeschrieben ist, so müssen die Cocfficien- 
ten von o*, (3*, y* verschwinden und wir müssen daher 
Itt -|- mß "y = et sin -j- ^ sin B -|- y sin C 
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lialjeii, d. ii. wie schon verlier bewiesen ist, diese Gleichung re- 
jiräsentirl die Polare des Ccntriinis des iimgeschriebenen Kreises. 

Die SiibsliUition der Werlhe sin sin B, sin C ITir t, m, n 
liefert die Gleichung des betrachteten Kreises in der Form 
ßy tan ^ }'« tan ^ b -j- ciß tan J c = 0. , 

Die Gleichung des eingeschriebenen Kreises wird genau in 
derselben Form erhalten, wie in dem Falle der ebenen Dreiecke, 
nämlich in der Form 

cos J Ay{tt) + cos ^ B yiß} + cos i C yijj = 0. 

Die Tangcntialgleichung eines kleinen Kreises kann entweder 
durch Bildung der Iteciprokcn von der im Anfang dieses Art. 
gegebenen oder direct aus Art. 24Ö. abgeleitet werden, indem 
man ausdrückt, dass die Senkrechte vom Ontrum auf 
I« -f- + fy == 0 

constant ist. So erhält man für die Tangentialgleichung des Kreises 
vom Centruni a\ ß^, y und vom Radius p 

sin’ 9 (s’ + »/’-+-?■ — 2 j; J cos — 2 cos B — 2 | »/ cos C) 

= («'I + ß'v + /?)’; 

eine F’orm, die nach Art. 259. auch zeigt, dass jeder Kreis mit 
dem imaginären Kreis im Unendlichen eine doppelte Berührung hat. 

261. Wir wollen diese Ergebnisse zur Untersuchung der 
von Hart gegebenen Uebertragung des Satzes vom 
Feuerbach'schen Kreise auf sphärische Dreiecke an- 
wenden. Das bezügliche Theorem behauptet, dass die vier ein- 
geschriebenen Kreise eines sphärischen Dreiecks von 
einem und demselben fünften Kreise berührt werden. 

Man arbeitet am bequemsten mit den Tangentialgleichungcn. 
Die Tangcntialgleichiingen der Kreise, welche die Seiten des 
Fnndamcntal-Dreiecks berühren, sind, weil sie die Glieder rß, 
f’ nicht enthalten dürfen, olTenbar 

4’ -f -}- f’ — 2t;f cos A — 2f4 cosß — 24i/cosC=(4 + i) + 4)’; 
oder 

1) cos’ ^ -f- fs ^ B i'i cos* ^ C = 0, 

2) »jf cos’ ^ A — f4 sin’ \ B — 4'i sb'* 1 C *= U, 

. 3) — ’jf sin* i + fl cos’ ^ B — 4'/ sin’ iy C — 0, 

4) — sin’ 4' A — f4 sin* i -ß + l’i cos’ ^ C = 0; 
und diese Kreise werden alle durch den Kreis 
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r>) i' -f f- — ros J — 'JU «'OS If — 2|»i ros C 

— cos (B ~ C) + ij cos (C — + f cos (/< — ß)J.’ 

herührl. Denn die Centra der Aeiinlirlikcit der Kreise 1) und 
D) sind durch die Tangentialgleichungen 

(^+ '/+£)+ {I cos (ß — q + rj cos {C—A) +f cos {A—B)) = 0 
beslimmt und eines derselben ist daher 
' 4 sin’ i (ß — 0 + •? s'o* i (<'’ — A) S sin'*’ ^ {A — B) = U. 

Die Bedingung, unter welcher dieser Punkt dein Kreise 1) 
angehört, ist aber nach Art. lf)9. der „Kegelschu." 
cos sin i (i? — C)-|-cos J 5sin^(C — ..<) + cos^Csini (.^< — .B)=0, 
und diese ist erfüllt, ln gleicher Art zeigt man , dass der Kreis 
5) die ührigen drei Kreise herührt. Die Coordinateii des Be- 
rührungspunktes sind 

sin’ ^ (B — C), sin’ (C — A), sin’ i {A — B'j. 

262. Die Coordinalen des Cenlrunis vom Hart'schen 
Kreise sind durch 

cos {B — C), cos {C — A), cos (A — B) 

ausgedrückt und dassel he liegt daher in derjenigen Linie, 
welche den Durchschnittspunkt der drei Höhen mit 
dem Durchschnittspunkt der drei Seitenhalbiernngs- 
linien verbindet. 

Denn die Coordinalen des Dnrchschnills der Höhen sind 
cos B cos C, cos C cos A, cos A cos B , 
und die des DurchschniUspunkles der Seitenhalbierungslinien sind 
sin B sin C, sin C sin A, sin A sin B. 

Dasselbe Centruni liegt aber auch in der Verbindungslinie 
des Punktes cos A, cos B, cos C mit dem Punkte 
sin(S — jR)sin(^S — C), sin(S — 6’)sin(S — A), siii(S — ><)sin(S — B), 
weil man hat 

cos A — cos (ß — q —2 sin ^ (A B — C) sin ^ (C -f- /f — B); 
der erste Pnnkt ist der Schnitlpunkt derjenigen Kcktransversalen, 
die mit der einen Seite denselben Winkel machen, wie die Höhe 
mit der andern; der zweite ist der Diirehschnill der Perpendikel, 
die von den Ecken auf die Verbindungslinien der Mittelpunkte 
der beziehungsweise anliegenden Seilen gefällt werden. Damit 
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ist (las rragliclie Cmitrum als Durchschnill von zwei bekannten 
Linien naebgewiesen. 

263. Die direcle Ünlersuchiing würde in folgender Weise zu 
fübren sein. Für 

2s = it-\-b-{-c 

und a sin A = x, ß sin B — ij, y sin C = z oder die Gleicbung 
des imaginären Kreises im Unendlieben 

f/ == X® y* -|- I- -f- 2 y: cos a 2 zx cos b -f- 2xy cos c = 0 
ist die Gleicbung des eingeschriebenen Kreises 

U = |x cos (s — n) -f- y cos (s — ä) -|- z cos (.? — c)|‘, 
denn sie ist ä()iiivalent mit 

sin’ (s — “) -j- siu' (s — ft) + si»* (* — c) 

— 2yz sin (s — b) sin {s — c) — 2zx sin (s — c) sin (s — «) 

— 2 xy siii (s — a) sin (s — b) = 0. 

Aus ihr gehen aber die Gleichungen der drei andern Kreise, 
welche dem sphärischen Dreieck eingeschriehen sind, hervor 
durch die respeclive Veränderung der Zeichen von a, b oder c 
(wobei U ungeändert bleibt) und man erkennt sodann, dass alle 
vier Kreise durch den fünften berührt sind, dessen Gleichung ist 

^ j cos ^ 6 cos ^ c cos cos J a cos JacosJ-fcU 

i cos a T“ j "T ‘ j r 

Da diese Gleichung durch den Zeichenvvechsel von a, b oder 
c nicht geändert wird, so berührt der durch sie gegebene Kreis 
alle, wenn er einen jener vier Kreise berührt. 

Nun ist eine seiner gemeinsamen Sehnen mit dem einge- 
schriebenen Kreise 


{ , . costäcosAcl , f / cosAcrosLa) 

cosfs — a) — , — - !• + y .{cos(s — b) — - — -> 

‘ ' cos n J ' ^ ' cos J ä J 

f , , cosAacosAfc) „ 

) cos (s — c — ~ l = 0, 

1 cos ^ c J 


+ ^ 


oder in reducierter Form 




-,= 0 . 


sin(s — 6) — sin(s — c) sin(.v — c) — sin(.v — a) sin(s — a) — sin(.v — b) 

Die Bedingung, unter welcher die Linie /Ix -f- By Vz = 0 
die Curve j/(ax) -f- /\bij) -f- V (cz) == 0 berührt, ist aber 
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tt 


+ 


b 

B 


+ 


C 


= 0 


und ilire Anwendung auf die belraclilele Linie und den einge- 
scliriebenen Kreis giebt 

sin (s — u).[siu (s — b ) — sin (.v — c) V -|- sin (s — b ) sin (s— c ) — sin(s— a J 
-f- sin (s — c) |sin (s — «) — sin (*• — b)j = 0, 


d. Ii. eine Identilät. 

Man findet leiebt, dass die fraglidie gemeinsebarUiebe Tan- 
gente aueb den sphäriseben Kcgelsrbnitl J’'^(t)==0 

beridirt, der das Fnndamentaldrcieck in den Seilenmittelpnnkten 
berübrt — wie diess zuerst von W. Hamilton bemerkt worden 
ist; diess ffibrt zur Constrnction dieser Tangente als tler vierten 
gemcinschartlicben Tangente von zwei Kcgelsclinitten, von denen 
man die drei übrigen gemeinsamen Tangenten kennt. 

Da nach der allgemeinen Gleicbnng des Harl'srhen Kreises 
dureb 


cos L b cos 4 c , , . . cos A c cos i « 

o sm f- fj sm /? 


cos 4 « ^ cos 4 b 

cos 4 o cos 4 ü Q 
cos J c 


-|- y sin C 


oder 


a tan ^ a ß tan .J ft -|- y tan 4 c = 0 


oder endlich 


a COS (S — A) ß cos {B — B) Y fos (S — C) = D 
die Polare seines Centrnms dargestellt wird , so gelangt man zn 
andern Conslruclionen für das Centrnm dieses Kreises. 

Der Radius R des Berübrnng.skreises zu drei andern Kreisen 
von den bekannten Centren und mit den Radien r, r', r" kann 
berechnet werden, indem man r -f- /?, r' -J- ß 1 r" -f- ß für d, 
e, f in die Formeln der Art. 54., 50. einsetzt und die entspringende 
Gleichung für R auflöst. Durch Anwendung diesiT Methode auf 
die drei äusserlich eingeschriebenen Kreise findet man die Tan- 
gente des Radius vom Hart'scben Kreise gleich der Hälfte der 
Tangente des Radius des dem Dreieck umgesrbriebenen Kreises. 






